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1.1 Fundamentac¸a˜o e Motivac¸a˜o
Durante o dimensionamento de um equipamento o projetista deve obe-
decer a algumas regras de projeto que restringem o domı´nio real permitido
para a existeˆncia de tal equipamento. Limitac¸o˜es geome´tricas, por exemplo,
fazem com que algumas pec¸as requeiram que seu tamanho ma´ximo nos treˆs
eixos obedec¸a a um espac¸o pre´-determinado. Isso ocorre com qualquer pec¸a
que seja parte de uma montagem maior. A pena da violac¸a˜o dessa regra pode
ser tornar a montagem impossı´vel. Exemplos disso existem em todos os cam-
pos da engenharia. De maneira a permitir sua instalac¸a˜o, todas essas pec¸as
devem seguir regras de tamanhos: componentes eletroˆnicos em uma placa de
circuitos, eixos de transmissa˜o entre motores e rodas e serpentinas de conden-
sadores de refrigeradores, para citar somente alguns poucos.
As limitac¸o˜es na˜o sa˜o sempre geome´tricas. Comumente restric¸o˜es
quanto ao funcionamento de uma pec¸a devem ser impostas como forma de
garantir que o equipamento completo execute sua func¸a˜o. Essas restric¸o˜es
tambe´m acabam por modelar a forma final da geometria projetada:
• Um vaso de pressa˜o necessita que a espessura de sua parede seja tal
que suporte as tenso˜es geradas pelo fluido que reside em seu interior;
• As aletas de um dissipador devem ter uma a´rea superficial mı´nima que
permita a troca de calor gerada por outras pec¸as;
• Dutos de admissa˜o na˜o podem ultrapassar determinada perda de carga
para evitar a diminuic¸a˜o do rendimento de um motor a` combusta˜o in-
terna.
A obtenc¸a˜o das varia´veis geome´tricas de cada um dos problemas cita-
dos acima corresponde a um problema de determinac¸a˜o de forma. Utilizando
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simplificac¸o˜es pertinentes, podem-se obter alguns dos paraˆmetros menciona-
dos via deduc¸o˜es de equac¸o˜es cla´ssicas aprendidas nos cursos de engenharia,
e para esses casos uma soluc¸a˜o analı´tica pode ser encontrada. A espessura
do vaso de pressa˜o, a a´rea da aleta e a perda de carga em dutos simples sa˜o
exemplos disso. Para essas soluc¸o˜es, e´ possı´vel isolar a varia´vel geome´trica
de interesse de modo que seu valor possa ser calculado em um u´nico passo.
Isso define um me´todo direto de determinac¸a˜o de formas.
Para outros casos, pore´m, a forma da geometria se torna demasiado
complexa a ponto de inviabilizar essa soluc¸a˜o analı´tica. Nessas situac¸o˜es o
uso de ferramentas nume´ricas vira um aliado do engenheiro.
Ocorre que modelos matema´ticos para problemas de engenharia sa˜o
descric¸o˜es simbo´licas de leis e modelos fı´sicos. Em problemas de mecaˆnica
dos fluidos e transfereˆncia de calor esses modelos normalmente sa˜o escri-
tos em func¸a˜o de equac¸o˜es diferenciais parciais, chamadas equac¸o˜es gover-
nantes. As equac¸o˜es governantes para problemas de dinaˆmica dos fluidos, por
exemplo, especificam como as grandezas desconhecidas (as varia´veis depen-
dentes do problema) variam com respeito ao espac¸o e tempo (as varia´veis in-
dependentes do problema). Essas equac¸o˜es sa˜o de natureza complexa, e suas
manipulac¸o˜es para obtenc¸a˜o de uma configurac¸a˜o que permita a determinac¸a˜o
da forma via me´todo direto, quando possı´vel, na˜o e´ trivial. Isso faz com que
o uso de me´todos diretos para a obtenc¸a˜o de forma seja algo ainda pouco
explorado na a´rea de engenharia assistida por computador.
Os avanc¸os na capacidade de ca´lculo dos computadores tornam
possı´vel resolver numericamente problemas cada vez mais complexos. A
aplicac¸a˜o de me´todos computacionais para a resoluc¸a˜o de problemas de
determinac¸a˜o de forma pode tirar vantagem disso de diversas maneiras.
Diversos me´todos diferentes podem ser empregados para obter como
resposta a forma da geometria de estudo. Como ja´ mencionado a obtenc¸a˜o
de equac¸o˜es que permitam determinar a forma da geometria de modo direto e´
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algo complexo. Por isso va´rios me´todos usados na atualidade envolvem resol-
ver diversas vezes o problema de engenharia utilizando a equac¸a˜o governante
em seu modo original (isto e´, aquele no qual a geometria e´ um dado de entrada
do problema). Com a ajuda de geometrias parametrizadas, e´ possı´vel realizar
comparac¸o˜es entre as distintas soluc¸o˜es e enta˜o usar estimativas fundamen-
tadas para se propor uma nova forma para a geometria. Esse procedimento,
quando acoplado a algoritmos de otimizac¸a˜o, permite que o analista chegue
a` resposta desejada de forma automatizada. O ponto negativo desse enfoque
e´ que simulac¸o˜es nume´ricas de dinaˆmica dos fluidos costumam ser computa-
cionalmente custosas. Isso significa que, dependendo do tipo de estudo que
se ira´ realizar (complexidade da geometria, modelos envolvidos, etc.) execu-
tar diversas ana´lises para buscar a forma da geometria pode se tornar proibi-
tivo. Alguns algoritmos de otimizac¸a˜o lidam com essa questa˜o modificando o
me´todo usado para se obter a estimativa da pro´xima geometria, o que diminui
o problema, mas na˜o o elimina.
Apesar de complexa, a modificac¸a˜o das equac¸o˜es governantes para
que a forma da geometria se torne diretamente um dado de resposta, ao inve´s
de um dado de entrada, tambe´m ja´ foi explorada. E´ de se notar que mesmo
equac¸o˜es governantes simples podem se tornar complexas quando escritas em
sua forma inversa. Isso ficou evidente quando ainda em 1953 Stanitz mostrou
como executar esse procedimento para problemas de escoamentos simples de
mecaˆnica dos fluidos.
O fato de um problema de determinac¸a˜o de forma poder ser resolvido
via diferentes me´todos torna deseja´vel o uso de uma classificac¸a˜o alterna-
tiva, em que as informac¸o˜es disponı´veis para o ca´lculo da soluc¸a˜o definem
como cada problema sera´ categorizado. Essas definic¸o˜es sera˜o exploradas no
pro´ximo capı´tulo, junto de reviso˜es mais detalhadas de trabalhos presentes na
literatura.
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1.2 Objetivos e Contribuic¸o˜es
O objetivo desse trabalho e´ implementar um me´todo direto de pro-
jeto para resolver problemas de projeto de forma. A base utilizada para esse
trabalho e´ a tese de doutorado de Ashrafizadeh (2000).
Algumas modificac¸o˜es sa˜o sugeridas de maneira a melhorar a robustez
do me´todo e tornar mais consistentes as condic¸o˜es de contorno implementa-
das para os problemas de ana´lise e projeto.
A equac¸a˜o governante que sera´ empregada serve para resolver pro-
blemas de conduc¸a˜o de calor e escoamentos irrotacionais. No entanto a sua
extensa˜o para outros problemas de equacionamento simples de engenharia
(os regidos pela equac¸a˜o de Laplace) e´ direta.
1.3 Organizac¸a˜o do Trabalho
No capı´tulo 2 se discutem os me´todos existentes para obtenc¸a˜o de
forma. Os me´todos diretos e indiretos sa˜o expostos, e exemplos pertinentes
sa˜o apresentados. Para os me´todos indiretos e´ feita uma pequena discussa˜o
sobre sua eficieˆncia para problemas de CFD. As principais ideias para o uso
de me´todos diretos sa˜o apresentadas.
O capı´tulo 3 apresenta uma breve fundamentac¸a˜o do me´todo nume´rico
utilizado neste trabalho, expo˜e a equac¸a˜o governante para o problema-
exemplo e exibe a sua discretizac¸a˜o usando o dito me´todo nume´rico. Isso e´
feito para o problema de ana´lise. A equac¸a˜o governante em sua forma dis-
cretizada e´ enta˜o modificada de modo que possa ser usada na determinac¸a˜o
da forma do domı´nio de estudo. Uma possı´vel simplificac¸a˜o que permite
diminuir o nu´mero de inco´gnitas do sistema linear tambe´m e´ abordada.
O capı´tulo 4 mostra o equacionamento especial necessa´rio para mode-
lar os volumes de controle que residem sobre a fronteira do domı´nio (os vo-
lumes das condic¸o˜es de contorno). Isso e´ feito para os problemas de ana´lise e
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de projeto de forma independente, uma vez que os requisitos de cada um dos
modos de estudo sa˜o diferentes.
O capı´tulo 5 comenta sobre os passos necessa´rios para a execuc¸a˜o
do me´todo, ale´m de fornecer alguns detalhes u´teis quanto a implementac¸a˜o
computacional realizada.
No capı´tulo 6 sa˜o apresentados alguns resultados obtidos para proble-
mas testes que servem como validac¸a˜o.




2 ME´TODOS DE DETERMINAC¸A˜O DE FORMAS
2.1 Introduc¸a˜o
Este capı´tulo identifica os diferentes me´todos que podem ser empre-
gados em problemas de determinac¸a˜o de forma. Eles sa˜o discutidos e uma
pequena revisa˜o e´ feita usando casos da literatura que mostram como cada
um deles ataca o problema.
A implementac¸a˜o do me´todo utilizado neste trabalho (desenvolvi-
mento e discretizac¸a˜o das equac¸o˜es) sera´ abordada nos capı´tulos seguintes.
2.2 Classificac¸a˜o dos Problemas Elı´pticos de Engenharia Quanto ao
Objetivo do Estudo
A soluc¸a˜o de problemas elı´pticos de engenharia normalmente envolve
o conhecimento de um domı´nio de estudo, de equac¸o˜es governantes para
uma inco´gnita de interesse e de informac¸o˜es sobre o comportamento dessa
inco´gnita em alguns locais do domı´nio (tipicamente nas fronteiras). O ob-
jetivo do estudo comumente e´ calcular a distribuic¸a˜o da inco´gnita desejada
sobre o domı´nio em questa˜o. Problemas de determinac¸a˜o de forma, contudo,
possuem outro objetivo. Neles a forma das fronteiras (e, consequentemente,
tambe´m a forma do domı´nio) e´ desconhecida, e sua determinac¸a˜o e´ o que se
deseja como resultado.
Percebe-se que apo´s a obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o, os dois tipos de problemas
da˜o acesso a`s mesmas informac¸o˜es: a forma do domı´nio e das fronteiras e
dados que descrevem o comportamento da inco´gnita de estudo sobre todo
o domı´nio. Pore´m, a maneira como se obte´m essas informac¸o˜es para cada
um dos problemas e´ diferente. Logo, deseja-se definir uma classificac¸a˜o que
permita a distinc¸a˜o desses dois tipos.
Esses modos sera˜o chamados de problema de ana´lise e problema de
projeto, conforme utilizado na literatura (STANITZ, 1953; ASHRAFIZADEH,
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2000; ARORA, 2004). Nos dois casos o que se pretende e´ obter uma resposta
com base num conjunto de dados fornecidos. Quais sa˜o esses dados e o que
se obte´m como resposta e´ o que determina a classificac¸a˜o.
2.2.1 Problemas de Ana´lise
Normalmente o domı´nio de ca´lculo faz parte dos dados de entrada do
estudo. Define-se assim como problema de ana´lise aquele no qual, ale´m da
equac¸a˜o governante e das condic¸o˜es de contorno, tambe´m a forma do domı´nio
e´ conhecida. Portanto um problema de ana´lise consiste em determinar o
comportamento de um sistema previamente definido quando o mesmo exe-
cutar uma tarefa conhecida (ARORA, 2004). Um problema elı´ptico de ana´lise
simples, mas tı´pico de engenharia, e´ mostrado na figura 2.1, e consiste da
conduc¸a˜o de calor numa placa plana (e da obtenc¸a˜o do campo de temperatu-
ras sobre a mesma).
Figura 2.1: Exemplo de um problema direto: (a) dados de entrada, (b) re-
sultado obtido (distribuic¸a˜o de T ) e (c) varia´veis extras calculadas (fluxo de
calor nas paredes).
Uma vez que o campo da varia´vel dependente e´ obtido como resultado
do problema de ana´lise, e´ possı´vel obter informac¸o˜es extras sobre regio˜es de-
sejadas do domı´nio. Por exemplo, em problemas de mecaˆnica dos fluidos
pode-se obter a tensa˜o cisalhante numa parede a partir do campo de veloci-
dades; em problemas de transfereˆncia de calor, consegue-se calcular o fluxo
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de calor usando a distribuic¸a˜o de temperaturas. A figura 2.1c mostra o fluxo
de calor calculado sobre as fronteiras tendo a distribuic¸a˜o de temperaturas
como dado de entrada.
2.2.2 Problemas de Projeto
Caso o analista conhec¸a as informac¸o˜es extras a priori, e´ possı´vel al-
terar a varia´vel independente do problema de modo que, a partir das equac¸o˜es
governantes, das condic¸o˜es de contorno e das informac¸o˜es extras, a forma do
domı´nio seja o resultado do ca´lculo. Isso define um problema de projeto.
Como exemplo, pode-se imaginar o problema da distribuic¸a˜o de tem-
peratura sobre uma barra, mostrada na figura 2.2, em que se deseja obter
seu comprimento L. A temperatura nos extremos da barra (os pontos 1 e 2)
e´ conhecida e nas posic¸o˜es intermedia´rias na˜o ha´ gerac¸a˜o de calor ou troca
te´rmica na direc¸a˜o normal ao eixo da barra, de modo que o problema pode ser
considerado unidimensional. Nesse caso o campo de temperaturas sera´ uma
variac¸a˜o linear entre os seus valores nos extremos. Se o fluxo de calor entre
esses pontos tambe´m for conhecido, enta˜o L e´ a u´nica varia´vel do problema
que ainda na˜o foi determinada, e seu valor pode ser calculado com base nas
informac¸o˜es disponı´veis (temperatura de fluxo de calor nas extremidades da
barra). Nota-se enta˜o que a equac¸a˜o governante do problema foi usada na˜o
para obter a distribuic¸a˜o de temperatura (que ja´ era conhecida), mas sim um
dado geome´trico. Outro exemplo pra´tico e´ mostrado na figura 2.3, em que se
deseja chegar a` forma de um aerofo´lio a partir de uma distribuic¸a˜o de pressa˜o
conhecida.
A possibilidade de se fixar a distribuic¸a˜o de uma varia´vel sobre a
fronteira e´ atrativa. Por exemplo, em problemas de mecaˆnica dos fluidos,
a separac¸a˜o da camada limite sobre uma superfı´cie pode ser evitada mediante
a prescric¸a˜o de um perfil de velocidades que na˜o decresc¸a demasiado rapida-
mente; na ana´lise de casos com cavitac¸a˜o, esse efeito pode ser cancelado ao
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Figura 2.2: Exemplo de problema de projeto: o comprimento da barra pode
ser obtido a partir das informac¸o˜es disponı´veis (equac¸a˜o governante, tempe-
raturas e fluxo de calor).
Figura 2.3: Exemplo de um problema de projeto: (a) os dados de entrada do
problema (distribuic¸a˜o de pressa˜o) e (b) resultado obtido. Perfil NACA3311
com Re = 1E6 e aˆngulo de ataque de 3,5◦.
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se limitar a velocidade ma´xima prescrita atingida dentro do equipamento.
Em suma, define-se um problema de ana´lise como aquele onde se
conhece a equac¸a˜o governante, o domı´nio de soluc¸a˜o Ω delimitado pela fron-
teira Γ (conforme mostrado na figura 2.1) e um conjunto de condic¸o˜es de
contorno e iniciais. E define-se como um problema de projeto aquele no
qual sa˜o conhecidas as equac¸o˜es governantes, um conjunto de condic¸o˜es de
contorno e iniciais (quando necessa´rias) e ainda informac¸o˜es extras nas fron-
teiras do domı´nio, mas na˜o a fronteira Γ do domı´nio Ω.
2.3 Classificac¸a˜o dos Me´todos de Determinac¸a˜o de Forma
No desenvolvimento de um equipamento muitas vezes se espera que a
distribuic¸a˜o da varia´vel dependente atenda a um comportamento desejado. O
trabalho do projetista passa a ser o de desenvolver a forma para o equipamento
de modo que tais caracterı´sticas sejam alcanc¸adas. A execuc¸a˜o dessa tarefa
pode ser atingida de dois modos diferentes, que sera˜o classificados de acordo
com o estilo usado para solucionar o problema.
Quando a isso e´ feito via problemas de ana´lise, o ofı´cio do analista
se torna modificar a forma existente do domı´nio consecutivamente ate´ que as
caracterı´sticas necessa´rias sejam obtidas. Esse trabalho e´ laborioso e pode
demandar grande esforc¸o. Percebe-se enta˜o que a tarefa de se obter a geo-
metria do domı´nio e´ composta de sucessivas propostas de novas formas, cada
uma avanc¸ando no processo de dar passos rumo a` forma do domı´nio que obe-
dece a`s caracterı´sticas desejadas. Logo, a obtenc¸a˜o da geometria final e´ feita
atrave´s da comparac¸a˜o sucessiva dos dados de saı´da de cada problema de
ana´lise aos dados desejados. Por isso da´-se a esse procedimento o nome de
me´todo indireto de obtenc¸a˜o de formas.
Por outro lado, o projetista pode utilizar o me´todo de resoluc¸a˜o do
problema de projeto (conforme definido na u´ltima sec¸a˜o) para determinar a
forma do domı´nio. Nesse caso o trabalho e´ significativamente reduzido, uma
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vez que tudo o que e´ necessa´rio e´ fornecer como dado de entrada as carac-
terı´sticas desejadas. A forma do domı´nio sera´ o resultado direto do problema
estudado. Em func¸a˜o disso da´-se o nome de me´todo direto de obtenc¸a˜o de
formas quando esse procedimento e´ utilizado.
As sec¸o˜es seguintes descrevera˜o cada me´todo em maiores detalhes.
2.4 Me´todos Indiretos de Determinac¸a˜o de Formas
Uma maneira de se determinar a forma final desejada para a geome-
tria e´ mediante o uso de procedimentos iterativos. Nesse caso o processo a ser
seguido consiste da resoluc¸a˜o de diversos problemas de ana´lise, cada um su-
gerindo uma nova geometria de estudo atrave´s de pequenas modificac¸o˜es nos
dados de entrada. Naturalmente cada estudo fornecera´ um novo resultado, e
para cada uma das respostas obtidas e´ possı´vel comparar a distribuic¸a˜o das
informac¸o˜es extras geradas nas fronteiras com a distribuic¸a˜o desejada para
as mesmas. Essa comparac¸a˜o permite saber se a geometria sugerida esta´
se aproximando ou na˜o do que seria considerada a geometria ideal, isto e´,
aquela que corresponde a` distribuic¸a˜o requerida das informac¸o˜es extras. Com
base nisso deve-se tomar uma decisa˜o quanto ao valor que as varia´veis de en-
trada devera˜o assumir para que um novo problema de ana´lise seja resolvido.
Esses passos sa˜o executados sequencialmente ate´ que a geometria ideal seja
de fato encontrada. A figura 2.4 mostra um fluxograma que representa essa
sequeˆncia.
Nota-se que a definic¸a˜o de uma nova geometria de entrada na
determinac¸a˜o iterativa da forma e´ de suma importaˆncia. Isso indica o ca-
minho que sera´ seguido durante a resoluc¸a˜o completa do problema; executar
esse passo incorretamente implica em falha do me´todo.
Existem diversas maneiras de se determinar uma nova configurac¸a˜o
para a forma. Um modo possı´vel de ser usado na definic¸a˜o de novas geo-
metrias e´ basear-se unicamente na experieˆncia do analista, que devera´ sugerir
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Figura 2.4: Algoritmo de determinac¸a˜o iterativa da forma.
novas formas de acordo com o comportamento visualizado na u´ltima iterac¸a˜o
do problema. Na˜o e´ difı´cil ver que o sucesso do me´todo esta´ ligado ao nı´vel
de conhecimento do analista.
Uma segunda maneira e´ via emprego de me´todos de otimizac¸a˜o, que
permite automatizar o processo de correc¸a˜o. O seu uso aliado a` resoluc¸a˜o de
problemas de ana´lise torna-se uma ferramenta com um grande potencial de
auxı´lio em problemas de determinac¸a˜o de formas, permitindo a obtenc¸a˜o de
configurac¸o˜es otimizadas com base em um nu´mero finito de ana´lises. Cui-
dado deve ser tomado, contudo, uma vez que o nu´mero de chamadas ao sol-
ver1 para boa parte dos me´todos de otimizac¸a˜o esta´ diretamente relacionado
ao nu´mero de paraˆmetros existentes como dados de entrada (JAMESON, 2003;
OTHMER; GRAHS, 2005). Ale´m disso, para casos em que o tempo necessa´rio
para a obtenc¸a˜o de resultados para um problema de ana´lise e´ alto (o que e´ co-
1No decorrer deste trabalho o termo solver sera´ usado como sinoˆnimo de me´todo de soluc¸a˜o
do sistema de equac¸o˜es.
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mum em problemas industriais de CFD), o elevado custo computacional pode
inibir a aplicac¸a˜o desses algoritmos, visto que seria necessa´rio executar diver-
sas vezes o mesmo tipo de simulac¸a˜o. Tal fato fica evidente se a quantidade
de dados de entrada usada for alta, ja´ que o nu´mero de ana´lises necessa´rias
aumentaria e poderia tornar o estudo computacionalmente proibitivo (JAME-
SON, 2003). Isso ocorre em problemas de determinac¸a˜o de forma, no qual os
dados de entrada sa˜o as posic¸o˜es espaciais dos inu´meros pontos que definem
a geometria.
Outros enfoques teˆm sido usados para diminuir essa questa˜o. Te´cnicas
de otimizac¸a˜o baseadas em soluc¸o˜es aproximadas podem ser adotadas obje-
tivando resolver o problema de ana´lise em modelos simplificados e que, por
esse motivo, envolvem um menor custo computacional. Aproximac¸o˜es ma-
tema´ticas sa˜o necessa´rias para relacionar as respostas obtidas entre os mode-
los de baixa e alta resoluc¸a˜o (SILVA, 2007).
O campo dos me´todos de otimizac¸a˜o e´ bastante extenso2. Seu apro-
fundamento esta´ fora do escopo deste trabalho, e na˜o se pretende aqui fazer
comparac¸o˜es entre os me´todos. Entretanto e´ importante ver que usar um pro-
cesso de otimizac¸a˜o como ferramenta de correc¸a˜o da geometria num pro-
blema de determinac¸a˜o de forma e´ diferente de executar um processo de
otimizac¸a˜o sobre a geometria; o objetivo dos dois tipos de estudo difere.
No problema de determinac¸a˜o de forma se quer encontrar a geometria cujo
comportamento corresponde a um previamente conhecido. No problema de
otimizac¸a˜o deseja-se simplesmente melhorar tal comportamento3; o qual o
valor final do mesmo na˜o e´ necessariamente sabido antes do fim do estudo.
2Uma refereˆncia dida´tica pode ser encontrada em Arora (2004), enquanto Martinez (1998)
mostra um enfoque com maior embasamento matema´tico.
3A rigor, encontrar o melhor comportamento existente e possı´vel.
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2.5 Me´todos Diretos de Determinac¸a˜o de Formas
A ideia do uso de uma formulac¸a˜o inversa para a resoluc¸a˜o de proble-
mas de projeto e´ bastante atrativa, mas ela possui dificuldades. A primeira e´
que esse tipo de formulac¸a˜o nem sempre e´ robusta o suficiente, e pode levar
a sistemas que na˜o possuem uma soluc¸a˜o simples de ser encontrada (JAME-
SON, 2003). Isso ocorre tambe´m para as equac¸o˜es usadas na a´rea de cieˆncias
te´rmicas. De fato, as equac¸o˜es que regem escoamentos sa˜o demasiado com-
plexas, dificultando inclusive sua manipulac¸a˜o para a obtenc¸a˜o de equac¸o˜es
no formato do problema de projeto.
Contudo, aplicando algumas simplificac¸o˜es a`s equac¸o˜es governantes
e´ possı´vel utilizar a formulac¸a˜o direta para a obtenc¸a˜o de formas. Sta-
nitz (1953) mostrou que para escoamentos potenciais, por exemplo, isso e´
factı´vel. Ele apresenta o desenvolvimento de um me´todo de determinac¸a˜o de
formas para escoamentos 2D, compressı´veis e incompressı´veis, irrotacionais
e invı´scidos, onde distribuic¸o˜es de velocidade sa˜o fornecidas sobre as paredes
da geometria (no caso, dutos/canais). A ideia e´ que a distribuic¸a˜o de veloci-
dades e´ conhecida sobre uma regia˜o do plano fı´sico. Como a forma das fron-
teiras do domı´nio na˜o e´ conhecida, na˜o e´ possı´vel aplicar tais distribuic¸o˜es
como condic¸o˜es de contorno. Assim ha´ a necessidade de se definir novos pla-
nos transformados para a resoluc¸a˜o das equac¸o˜es de interesse. Essas novas
coordenadas devem ser tais que seja permitida a prescric¸a˜o da distribuic¸a˜o da
velocidade nas fronteiras desse novo plano transformado.
O uso de func¸o˜es de corrente e potencial para a obtenc¸a˜o das coorde-
nadas do plano transformado obedece a essa regra. Isso porque, por definic¸a˜o,
a func¸a˜o de corrente e´ tangente a` direc¸a˜o do escoamento. Logo, paredes que
delimitam o escoamento de um fluido podem ser vistas como linhas de cor-
rente, e disso resulta o fato de que uma linha de corrente pode ser usada como
base para a distribuic¸a˜o da velocidade sobre a parede. A func¸a˜o potencial, por
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outro lado, e´ normal a` direc¸a˜o do escoamento. O uso dessas duas func¸o˜es faz
com que o escoamento possa ser resolvido no plano transformado definido
por essas func¸o˜es sem que a forma da geometria no plano fı´sico seja, de fato,
conhecida.
Mediante o uso de uma segunda func¸a˜o de corrente, Stanitz estendeu
seu me´todo tambe´m a escoamentos tridimensionais, mas ainda invı´scidos e
irrotacionais (STANITZ, 1980; STANITZ, 1985). A adic¸a˜o de uma dimensa˜o es-
pacial tornou as equac¸o˜es mais complexas e introduziu problemas nume´ricos,
tornando as equac¸o˜es mal postas.
Esse me´todo foi empregado tambe´m por outros autores. Dedoussis,
Chaviaropoulos e Papailious (1993) mostraram um procedimento parecido
ao desenvolvido por Stanitz (1953). No entanto a equac¸a˜o final e´ obtida
considerando somente argumentos de geometria diferencial e sem manipu-
lar as equac¸o˜es governantes. O resultado e´ que o me´todo obtido e´ aplica´vel
tambe´m a escoamentos rotacionais. Nota-se, contudo, que se a condic¸a˜o de
irrotacionalidade for aplicada, o conjunto final de equac¸o˜es obtido e´ ideˆntico
ao de Stanitz (1953). Ao estender o me´todo para escoamentos tridimensio-
nais (CHAVIAROPOULOS; DEDOUSSIS; PAPAILIOUS, 1995; DEDOUSSIS; CHAVIA-
ROPOULOS; PAPAILIOUS, 1995), os autores tambe´m encontraram dificuldades
nume´ricas. O problema vem do fato de que na modelagem 3D sa˜o usadas treˆs
equac¸o˜es diferenciais parciais: uma para o campo de velocidades e outras
duas para varia´veis que definem como se da´ a transformac¸a˜o entre o espac¸o
do sistema transformado e o espac¸o fı´sico (do sistema cartesiano). Apo´s a
soluc¸a˜o, a geometria e´ determinada a partir do resultado em um passo subse-
quente atrave´s da transformac¸a˜o da soluc¸a˜o do escoamento no espac¸o natural
para o espac¸o fı´sico. Pore´m, na˜o existem condic¸o˜es de contorno para essas
varia´veis adicionais, e isso torna o problema mal posto. A soluc¸a˜o foi elimi-
nar um grau de liberdade do problema, o que reduziu o nu´mero de equac¸o˜es
governantes para dois e tornou mais simples as equac¸o˜es restantes.
2.5 Me´todos Diretos de Determinac¸a˜o de Formas 41
Giles e Drela (1987) usaram uma ideia similar a`s de Stanitz, mas de-
senvolvida de maneira diferente, fazendo com que as varia´veis a serem resol-
vidas sejam o campo de velocidades e a posic¸a˜o das linhas de corrente. Dessa
maneira a forma das fronteiras e´ obtida diretamente. Os autores partem das
equac¸o˜es de Euler (conservac¸a˜o da massa, da quantidade de movimento e
da energia), o que permite resolver problemas na˜o previstos pela formulac¸a˜o
potencial mais simples dos outros trabalhos. Esse me´todo e´ usado hoje no
pacote XFOIL R©(DRELA, 2001), empregado no desenvolvimento de perfis ae-
rodinaˆmicos.
Seguindo um conceito um pouco diferente, Raithby, Xu e Stu-
bley (1995) resolveram problemas de superfı´cie livre usando uma u´nica fase,
e para isso empregaram domı´nios com fronteira mo´vel. A ideia era represen-
tar a posic¸a˜o da superfı´cie livre atrave´s da posic¸a˜o da fronteira do domı´nio.
Isso requereu o uso de uma equac¸a˜o governante adicional para a posic¸a˜o da
fronteira. A prescric¸a˜o de uma distribuic¸a˜o de pressa˜o no contorno (que nada
mais era do que um valor constante e igual a` pressa˜o atmosfe´rica) quando
unida a`s ja´ determinadas equac¸o˜es de movimento permitia obter em um u´nico
passo o campo de escoamento e a posic¸a˜o da interface. Conforme notado
por Ashrafizadeh, Raithby e Stubley (2005) isso se assemelha a resoluc¸a˜o
de problemas inversos, e de fato essa foi a base para os desenvolvimentos
seguidos pelo primeiro autor.
Em sua tese, Ashrafizadeh (2000) usa os conceitos mostrados por
Raithby, Xu e Stubley (1995) para resolver problemas de determinac¸a˜o de
forma de uma maneira inovadora, e modifica as equac¸o˜es governantes para
que as coordenadas da geometria sejam parte ativa da soluc¸a˜o do sistema li-
near. A principal diferenc¸a com relac¸a˜o aos trabalhos de outros autores esta´
no fato de que o me´todo empregado por Ashrafizadeh (2000) trabalha dire-
tamente com as equac¸o˜es governantes escritas no plano fı´sico sem a necessi-
42 2 ME´TODOS DE DETERMINAC¸A˜O DE FORMAS
dade do uso de transformac¸o˜es de coordenadas4.
E´ interessante que os demais trabalhos buscam primeiro obter a forma
inversa das equac¸o˜es governantes para enta˜o discretiza´-la, enquanto Ashrafi-
zadeh segue o caminho contra´rio: a equac¸a˜o governante e´ primeiro discreti-
zada, e somente enta˜o a sua forma inversa e´ obtida. Isso faz com que o pro-
cedimento de obtenc¸a˜o das equac¸o˜es seja um puro exercı´cio de manipulac¸a˜o
matema´tica. A ideia e´ tratar termos que dependam da varia´vel de interesse
original (por exemplo, a temperatura T ) e de varia´veis espaciais (x,y,z) como
na˜o linearidades, e consequentemente aplicar linearizac¸o˜es de Newton para
separar essas grandezas. Assim e´ possı´vel obter uma u´nica equac¸a˜o gover-
nante no formato [
BT
]
T +[Bx]x+[By]y = 0
Apesar de o me´todo desenvolvido ter sido aplicado inicialmente a pro-
blemas de escoamento interno (dutos e canais), posteriormente Ashrafiza-
deh estendeu seu trabalho tambe´m para problemas de escoamento externo na
determinac¸a˜o de formatos de perfis aerodinaˆmicos (ASHRAFIZADEH; RAITHBY;
STUBLEY, 2004). De forma similar ao notado por Stanitz (1953, 1980, 1985),
os autores daquele trabalho tambe´m encontraram problemas nume´ricos rela-
cionados ao ca´lculo da forma em regio˜es de estagnac¸a˜o do fluxo. Isso foi
igualmente verificado por Ghadak, Taiebi-Rahni e Ashrafizadeh (2009), e a
soluc¸a˜o foi substituir as equac¸o˜es para a determinac¸a˜o da forma nas regio˜es
de estagnac¸a˜o por outras que pre´-determinavam a posic¸a˜o da geometria na
regia˜o. A principal contribuic¸a˜o dos autores, contudo, foi aplicarem com su-
cesso a formulac¸a˜o de Ashrafizadeh na resoluc¸a˜o de problemas usando as
equac¸o˜es de Euler em um trabalho anterior (TAIEBI-RAHNI; GHADAK; ASHRA-
FIZADEH, 2008). O tratamento dos termos advectivos dessa equac¸a˜o se mos-
4Como sera´ visto, isso diz respeito a`s equac¸o˜es governantes que sera˜o resolvidas. A abstrac¸a˜o
computacional emprega transformac¸o˜es de coordenadas necessa´rias para resolver o problema em
geometrias de malha curvilı´neas ou na˜o estruturadas. Isso e´ usado normalmente na resoluc¸a˜o de
problemas via me´todos computacionais, e foi usado tambe´m pelos outros autores citados.
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traram um desafio a` parte.
O presente trabalho segue a metodologia desenvolvida por Ashra-
fizadeh (2000), e mostra o procedimento empregado para a obtenc¸a˜o das
equac¸o˜es governantes. Algumas modificac¸o˜es sa˜o sugeridas com o intuito
de tornar o me´todo mais robusto. O me´todo utilizado para a aplicac¸a˜o das
condic¸o˜es de contorno tambe´m foi revisto objetivando torna´-lo mais condi-
zente com as condic¸o˜es de contorno usadas no problema de ana´lise que pode
ser resolvido usando o mesmo me´todo.
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3 FORMULAC¸O˜ES MATEMA´TICA E NUME´RICA
3.1 Introduc¸a˜o
Este capı´tulo mostra uma proposta para a implementac¸a˜o do me´todo
de determinac¸a˜o direta de formas seguindo conceitos similares aos ex-
postos por Ashrafizadeh (2000). Para isso primeiro e´ apresentada uma
fundamentac¸a˜o do me´todo nume´rico usado. Em seguida a discretizac¸a˜o da
equac¸a˜o governante e´ mostrada empregando o me´todo nume´rico apresentado.
Essa deduc¸a˜o/discretizac¸a˜o e´ feita para a equac¸a˜o do problema de ana´lise,
a qual, em seguida manipulada para se chegar a` equac¸a˜o do problema de
projeto. A diferenc¸a entre os problemas de ana´lise e de projeto foi abordada
no capı´tulo anterior.
E´ importante perceber que, uma vez que se estara´ trabalhando com
uma equac¸a˜o simples, a aplicac¸a˜o do me´todo exposto pode ser estendida
tambe´m a problemas tridimensionais, apesar desse na˜o ter sido o enfoque
dado neste trabalho.
3.2 Fundamentac¸a˜o Nume´rica
A utilizac¸a˜o de ferramentas nume´ricas parte do princı´pio de que a
equac¸a˜o que se pretende resolver e´ suficientemente complexa a ponto de
inviabilizar uma soluc¸a˜o analı´tica. A ideia enta˜o e´ usar um me´todo de
discretizac¸a˜o de forma a aproximar os termos da equac¸a˜o diferencial que
rege o fenoˆmeno fı´sico estudado, reescrevendo-os como equac¸o˜es alge´bricas
que permitem obter a soluc¸a˜o da mesma em pontos discretos de posic¸a˜o e
tempo no domı´nio de estudo.
A qualidade do resultado final sempre estara´ ligada a` qualidade das
aproximac¸o˜es usadas para os termos da equac¸a˜o diferencial original (FER-
ZIGER; PERIC´, 1997). Isso faz com que a escolha do me´todo nume´rico seja
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de suma importaˆncia. Logo, o conhecimento sobre os fundamentos de cada
te´cnica e´ essencial para que o procedimento correto seja selecionado.
3.2.1 Me´todos Nume´ricos Usados na Engenharia
Existem inu´meras formas de se realizar as aproximac¸o˜es dos termos
de uma equac¸a˜o diferencial. Alguns me´todos de uso bastante difundido na en-
genharia sa˜o o Me´todo das Diferenc¸as Finitas (MDF), o Me´todo dos Volumes
Finitos (MVF) e o Me´todo dos Elementos Finitos (MEF). Como indicam seus
nomes, os treˆs buscam resolver equac¸o˜es diferenciais em pontos discretos no
espac¸o e no tempo.
A discretizac¸a˜o no espac¸o e´ obtida usando uma malha computacional.
A ideia da malha e´ tomar o domı´nio de estudo e subdividi-lo em diversas
sec¸o˜es (ver figura 3.1), as quais sera˜o usadas para obter o resultado discreto
da equac¸a˜o analisada. O me´todo escolhido ditara´ como as aproximac¸o˜es de
cada termo da equac¸a˜o diferencial se relacionam a essas sec¸o˜es.
Figura 3.1: Exemplo de domı´nio de estudo (perfil aerodinaˆmico) e sua
discretizac¸a˜o computacional (malha).
O MDF e´ o que possui a fundamentac¸a˜o mais simples dentre os treˆs
mencionados. Consiste em substituir as derivadas parciais por aproximac¸o˜es
alge´bricas em func¸a˜o dos valores das varia´veis nos ve´rtices que compo˜e a
malha. O campo da varia´vel de interesse sera´ dado nas posic¸o˜es desses
ve´rtices, conforme pode ser visto na figura 3.2. Essas aproximac¸o˜es sa˜o ob-
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tidas normalmente usando expanso˜es em se´rie de Taylor ou ajustes por po-
linoˆmios para representar as derivadas de primeira e segunda ordem. Isso
faz simples a aplicac¸a˜o do MDF a qualquer equac¸a˜o diferencial, especial-
mente quando se empregaram malhas estruturadas (apesar do MDF na˜o estar
limitado a esse tipo de malha). Outra vantagem e´ que usar esquemas de alta
ordem tambe´m e´ direto, bastando-se somente usar mais termos na se´rie de
Taylor ou um polinoˆmio de maior ordem. Um reve´s desse me´todo e´ o fato de
se usar aproximac¸o˜es simples, que faz com que a conservac¸a˜o das grandezas
no domı´nio nem sempre seja garantida, e isso limita o seu uso em casos de
dinaˆmica dos fluidos.
Figura 3.2: Malha ortogonal simples aplicada no MDF.
O MVF aborda esse problema usando a forma integral da equac¸a˜o di-
ferencial para aplicar balanc¸os em volumes de controle (VC), os quais sa˜o
obtidos a partir das sec¸o˜es geradas pela discretizac¸a˜o do domı´nio (figura 3.3).
Isso faz com que no MVF o resultado seja dado em func¸a˜o dos VC. A par-
tir das equac¸o˜es em sua forma integral, o me´todo busca avaliar cada termo
na interface dos VCs e escreveˆ-los de forma que sejam func¸a˜o dos valores
das varia´veis nesses VCs. Esse procedimento permite gerar um sistema de
equac¸o˜es alge´bricas cuja soluc¸a˜o obedece a` equac¸a˜o diferencial original e
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ainda garante conservac¸a˜o nos nı´veis local (VC) e global (domı´nio) da gran-
deza calculada. Esse fato auxilia tambe´m na depurac¸a˜o do programa com-
putacional, uma vez que o analista pode checar a fechamento dos balanc¸os
individualmente em cada um dos VCs (MALISKA, 2004). A natureza do MVF
tambe´m permite que o mesmo seja empregado em malhas na˜o estruturadas, o
que ajuda na resoluc¸a˜o de problemas com geometrias complexas.
Figura 3.3: Malha ortogonal simples aplicada no MVF.
De forma similar ao MDF, no MEF os ca´lculos tambe´m sa˜o feitos em
func¸a˜o dos no´s (ve´rtices) da malha. Contudo o MEF utiliza uma entidade
que na˜o existe no MDF: o elemento. E de forma similar ao MVF, no MEF
tambe´m se trabalha com a forma integral da equac¸a˜o diferencial. No entanto,
a equac¸a˜o diferencial e´ multiplicada por func¸o˜es peso (COOK, 1989) antes de
se chegar a sua forma integral. Essas func¸o˜es peso garantem a continuidade
das equac¸o˜es dentro de um elemento e entre dois elementos vizinhos (FERZI-
GER; PERIC´, 1997). Uma particularidade e´ que o uso de malhas na˜o estrutura-
das e´ inerente do me´todo. Isso significa que a sua aplicac¸a˜o em geometrias
complexas e´ algo direto. Contudo ele rete´m o mesmo problema do MDF, que
e´ o de na˜o garantir conservac¸a˜o das grandezas.
Discusso˜es aprofundadas sobre os treˆs me´todos podem ser encontra-
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das em qualquer livro que trata de me´todos nume´ricos aplicados a` engenharia.
Algumas refereˆncias sa˜o (PATANKAR, 1980; FERZIGER; PERIC´, 1997; MALISKA,
2004).
3.2.2 O Me´todo dos Volumes Finitos Baseado em Elementos
O Me´todo dos Volumes Finitos Baseado em Elementos (Element-
based Finite Volume Method - EbFVM) utiliza as entidades geome´tricas usa-
das pelo MEF, mas usa os elementos para construir volumes de controle. Isso
significa que, apesar do EbFVM usar entidades de malha similares a`s em-
pregadas pelo MEF, a sua fundamentac¸a˜o e´ feita sobre balanc¸os em VC, daı´
a sua denominac¸a˜o. Os fluxos usados na avaliac¸a˜o dos balanc¸os sa˜o feitos
em pontos de integrac¸a˜o (PI) que residem sobre as fronteiras do VC, assim
como ocorre no MVF. As figuras 3.4a e 3.4b mostram uma comparac¸a˜o das
posic¸o˜es dos PI, VC e local de armazenamento das varia´veis em cada me´todo.
A construc¸a˜o dos VC e´ feita ao redor dos no´s que definem um ele-
mento. Assim, cada elementos e´ dividido em sub-volumes de controle (SVC);
a junc¸a˜o de diversos SVC distribuı´dos em elementos conectados da´ origem a
um VC. Os SVC do EbFVM sa˜o mostrados na figura 3.4c.
As equac¸o˜es no EbVFM sa˜o resolvidas em um elementos padra˜o, o
qual e´ descrito em um plano transformado definido pelas coordenadas locais
(s, t). O mapeamento das coordenadas globais (x,y) para as locais e´ mostrado











onde Ni sa˜o as func¸o˜es de forma e o limite superior do somato´rio e´ dado
pelo nu´mero de no´s que compo˜e o elemento. Nesse trabalho foram usados
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Figura 3.4: Pontos de Integrac¸a˜o, volumes de controle e no´s no (a) MVF e
(b) EbFVM, e (c) sub-volumes de controle do EbVFM.
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Figura 3.5: Mapeamento de um elemento no plano fı´sico para o plano trans-
formado. Fonte: (CORDAZZO, 2005).

















(1+ s)(1− t) (3.2d)
Usando as func¸o˜es de forma e os mesmos conceitos aplicados nas
equac¸o˜es 3.1a e 3.1b, pode-se descrever a variac¸a˜o de uma varia´vel φ qual-
quer no interior de um elemento em func¸a˜o dos seus valores nodais (daqui
para frente subentende-se que as func¸o˜es de forma, Ni, sempre sa˜o func¸o˜es






1Em um caso tridimensional, as coordenadas globais (x,y,z) sa˜o mapeadas em elementos
padra˜o de coordenadas locais (s, t,n). As func¸o˜es de forma tambe´m mudam e sa˜o diferentes para
cara tipo de elemento permitido pelo me´todo. Em (ANSYS, INC., 2010) sa˜o mostradas as func¸o˜es
de forma empregadas para elementos hexae´dricos, tetrae´dricos, prisma´ticos e piramidais.
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Uma vez que a base do EbFVM foi fundamentada, pode-se partir para
a obtenc¸a˜o e discretizac¸a˜o da equac¸a˜o governante de um problema simples de
ana´lise.
3.3 Equac¸a˜o Governante
Parte-se da equac¸a˜o da conservac¸a˜o de energia:
∂
∂ t
(ρcT )+~∇ · (ρ~uT )−~∇ · (k~∇T )+ST = 0 (3.4)
Admite-se que o so´lido na˜o possui movimento (~u = 0, ou seja, ha´
somente conduc¸a˜o de calor), as propriedades sa˜o tomadas como constantes e
considera-se somente seu regime permanente ( ∂T∂ t = 0). Com isso eliminam-
se os termos transiente e advectivo:
−k∇2T +ST = 0 (3.5)
Negligenciando tambe´m a gerac¸a˜o de calor (ST = 0) e´ fa´cil perceber
que a equac¸a˜o 3.5 se reduz a uma equac¸a˜o de Laplace para a temperatura:
∇2T = 0 (3.6)
Tambe´m se podem aplicar simplificac¸o˜es similares para se chegar ao
mesmo formato a partir de outras equac¸o˜es de uso em engenharia. Por exem-
plo, a equac¸a˜o de conservac¸a˜o da massa e´ dada por
∂ρ
∂ t
+~∇ · (ρ~u)+Sρ = 0 (3.7)
Considerando propriedades constantes e afirmando que na˜o existe
fonte ou sumidouro de massa, ela se reduz a
~∇ ·~u = 0 (3.8)
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Pode-se mostrar que para um escoamento bidimensional e´ possı´vel definir







A substituic¸a˜o das equac¸o˜es 3.9 na equac¸a˜o 3.8 mostra que a definic¸a˜o da







A vorticidade ζ de um escoamento e´ dada pelo rotacional do campo
de velocidades:
ζ = ~∇×~u (3.11)
Considerando a condic¸a˜o de irrotacionalidade do escoamento (ζ = 0), tem-se






Substituem-se as definic¸o˜es da equac¸a˜o 3.9 na equac¸a˜o 3.11 para
encontrar uma equac¸a˜o que obedece na˜o somente a continuidade (vide
equac¸a˜o 3.10), mas que segue tambe´m a obrigatoriedade de escoamento







Reescreve-se a equac¸a˜o 3.13 em termos do Laplaciano da func¸a˜o de
corrente para obter
∇2ψ = 0 (3.14)
Algo interessante em aplicar a modelagem a` equac¸a˜o de Laplace e´ a
2Deduc¸o˜es mais detalhadas que partem da equac¸a˜o de conservac¸a˜o da quantidade de mo-
vimento podem ser conferidas em (TANNEHILL; ANDERSON; PLETCHER, 1997; BATCHELOR,
2000; WHITE, 2002).
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aplicabilidade da mesma no campo da engenharia, uma vez que ela pode ser
usada para representar diversos outros fenoˆmenos fı´sicos, como se pode ver
nas equac¸o˜es 3.6 e 3.14. Por isso e´ bene´fico escrever a equac¸a˜o de interesse
em termos de uma varia´vel gene´rica Θ:
∇2Θ= 0 (3.15)
a qual sera´ usada no restante desse trabalho.
3.4 Discretizac¸a˜o das Equac¸o˜es para o Problema de Ana´lise




= 0. Essa e´







Aplica-se o teorema de Gauss para se obter uma integral de superfı´cie:
∮
Γ
~∇Θ ·d~A = 0 (3.17)
onde Γ representa as superfı´cies/fronteiras do VC. Assim essa integral pode
ser aproximada a um somato´rio nas faces desse VC:
∑
faces




FΘ = 0 (3.19)
onde FΘ= ~∇Θ ·d~A e´ o fluxo de Θ por uma superfı´cie.
Uma vez que as func¸o˜es de forma sa˜o contı´nuas dentro do elemento,
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Daqui em diante sera´ usada notac¸a˜o indicial para representar somato´rios.
Nessas equac¸o˜es as derivadas das func¸o˜es de forma podem ser obtidas em-





























As derivadas parciais das coordenadas locais (s, t) com relac¸a˜o a`s co-
ordenadas globais (x,y) se relacionam a suas correspondentes contra´rias me-















∂ t − ∂y∂ s
− ∂x∂ t ∂x∂ s
]
(3.21)
onde J e´ o jacobiano da transformac¸a˜o. A sua deduc¸a˜o completa pode ser













Aplicando as relac¸o˜es dadas pelas equac¸o˜es 3.21, as derivadas das
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Pode-se aplicar novamente as func¸o˜es de forma sobre as derivadas de



































































J = γmnxmyn (3.26)
Para o vetor a´rea,~A, adota-se a convenc¸a˜o de que o mesmo aponta para
fora do VC. Usa-se o sentido anti-hora´rio para a integrac¸a˜o da equac¸a˜o 3.17,
conforme mostrado na figura 3.6, e com isso se tem que o vetor a´rea e´ dado
por
~A = ∆y~i−∆x~j (3.27)










Figura 3.6: Vetor normal a` superfı´cie de integrac¸a˜o.








Os termos ∆x e ∆y tambe´m devem ser escritos em func¸a˜o de (s, t).
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dx = α jx j
dy = α jy j
Consegue-se com isso escrever o vetor a´rea como
~A = α jy j~i−α jx j~j (3.30)
Substituindo as equac¸o˜es 3.25a, 3.25b e 3.30 na equac¸a˜o 3.28, chega-
se a










Θi (ypy j + xpx j)
Definindo











Θi = 0 (3.33)
Nessa equac¸a˜o, λi e´ o coeficiente que representa o fluxo que atravessa uma
face do volume de controle. Sua multiplicac¸a˜o pela inco´gnita do problema,
Θi, retorna o fluxo pela face. O jacobiano, J, faz a relac¸a˜o entre o sistema de
coordenadas local (s, t) usado para o ca´lculo de λi e o sistema de coordenadas
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global (x,y).
3.5 Discretizac¸a˜o das Equac¸o˜es para o Problema de Projeto
No problema de projeto as coordenadas da malha passam a ser
inco´gnitas da equac¸a˜o, e devem tambe´m fazer parte do sistema linear. Isso
faz com que o termo de fluxo, FΘ, seja na˜o linear, e sua linearizac¸a˜o se
torne necessa´ria. Isso pode ser feito via uma expansa˜o em se´rie de Taylor,



















Por simplicidade, daqui em diante os termos na iterac¸a˜o n+1 na˜o tera˜o









































Os termos δλi e δJ tambe´m sa˜o func¸o˜es na˜o-lineares das coordenadas
globais, e por isso tambe´m precisam ser linearizados. A mesma te´cnica da
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Substituem-se as equac¸o˜es 3.38a e 3.38b na equac¸a˜o 3.37. Coleciona-






































Trabalhando com os ı´ndices, e´ possı´vel manipular essa equac¸a˜o de forma
a agrupar as varia´veis de interesse. Aqui novamente se emprega a relac¸a˜o


























Com o objetivo de melhorar a velocidade de convergeˆncia do processo
iterativo usado no solver do sistema linear, e´ interessante aumentar a do-
minaˆncia diagonal da matriz e diminuir a influeˆncia do termo independente.
Na equac¸a˜o 3.39 uma forma de se diminuir a influeˆncia do termo indepen-
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Pode-se aplicar essa alterac¸a˜o a` equac¸a˜o 3.39 e com isso obter a
equac¸a˜o linearizada para o problema de projeto, que agora e´ dada em termos
de Θ, δx e dy:
























A deduc¸a˜o das equac¸o˜es feitas por Ashrafizadeh (2000) segue um ca-
minho levemente diferente, mas a forma final das mesmas e´ parecida a`s mos-
tradas aqui. Contudo elas sa˜o escritas em func¸a˜o de Θi, xi e yi, o que significa
que a soluc¸a˜o do sistema linear e´ dada em termos da posic¸a˜o absoluta (x,y)
dos no´s da fronteira do domı´nio.
A forma apresentada neste trabalho faz com que o sistema linear seja
resolvido em func¸a˜o de (δx,δy), o que significa que a soluc¸a˜o obtida corres-
ponde a uma variac¸a˜o da geometria proposta como estimativa inicial. Isso
esta´ mais bem alinhado a` filosofia do trabalho, cujo propo´sito e´ partir de
uma geometria pre´-determinada e alterar a sua forma de modo que a mesma
fornec¸a um comportamento desejado especı´fico. Esse formato das equac¸o˜es
tambe´m elimina termos-fonte desnecessa´rios, o que melhora a relac¸a˜o entre
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os termos na diagonal da matriz e o vetor termo-fonte e, por fim, colabora
para um comportamento mais robusto do solver.
Por u´ltimo, a escrita das equac¸o˜es em func¸a˜o de variac¸o˜es da geo-
metria ajudara´ tambe´m na obtenc¸a˜o das condic¸o˜es de contorno num formato
conservativo, que e´ uma das contribuic¸o˜es deste trabalho.
3.6 Simplificac¸a˜o das Varia´veis do Problema
Sempre que possı´vel e´ deseja´vel diminuir o nu´mero de inco´gnitas do
sistema linear como uma maneira de se reduzir o custo computacional asso-
ciado ao procedimento de soluc¸a˜o. Uma forma apresentada por Raithby, Xu
e Stubley (1995) foi atrave´s do uso de uma malha composta por espinhas,
cujo intuito e´ parametrizar a malha de modo que as posic¸o˜es (x,y) dos no´s
possam ser escritas em func¸a˜o de uma u´nica varia´vel. Para isso montam-
se os elementos de modo que os no´s fiquem posicionados sobre retas pre´-
fixadas. Cada reta e´ definida por um aˆngulo β e por suas coordenadas de
origem (x∗,y∗). Uma vez que a malha possui diversas espinhas diferentes, o
aˆngulo e as coordenadas de origem associados a` espinha i sera˜o dados por β i
e (x∗i ,y∗i ), conforme e´ mostrado na figura 3.7.
A posic¸a˜o (xi,yi) de um ponto interno qualquer da malha pode ser
escrita em func¸a˜o das informac¸o˜es que definem cada espinha:
xi = x∗i +Ri cosβ
i (3.43a)
yi = y∗i +Ri senβ
i (3.43b)
onde Ri e´ a distaˆncia entre os pontos (xi,yi) e (x∗i ,y∗i ), de acordo com a fi-
gura 3.8. Como nesse trabalho busca-se encontrar a posic¸a˜o das fronteiras
como resultado das equac¸o˜es, e´ conveniente definir as distaˆncias RLi e R
U
i
entre a origem de uma espinha e as fronteiras inferior e superior, respectiva-
mente, conforme tambe´m e´ mostrado na figura 3.8.
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Figura 3.7: Definic¸a˜o das espinhas da malha.
Figura 3.8: Distaˆncias dos no´s sobre as fronteiras inferior e superior a` origem
da espinha.
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Adicionalmente e´ interessante relacionar a posic¸a˜o (xi,yi) de cada um
dos no´s internos a` posic¸a˜o dos no´s que residem sobre as fronteiras inferior e
superior. Um modo de se fazer isso e´ tomar uso das distaˆncias Ri ja´ definidas





Uma vez que se definiu que a posic¸a˜o relativa Ci e´ constante, a
equac¸a˜o 3.44 pode ser usada para obter as posic¸o˜es internas Ri e R0i e, com
as mesmas, chegar a uma equac¸a˜o para δRi:
δRi = (1−Ci)δRLi +CiδRUi (3.45)
O mesmo pode ser feito para as posic¸o˜es (xi,yi) e (x0i ,y
0
i ) usando as
definic¸o˜es das equac¸o˜es 3.43a, 3.43b e 3.45 e, assim, obter equac¸o˜es que
regem a movimentac¸a˜o dos no´s internos em func¸o˜es da posic¸a˜o das fronteiras:
δxi = (1−Ci)cosβ i δRLi +Ci cosβ i δRUi (3.46a)
δyi = (1−Ci) senβ i δRLi +Ci senβ i δRUi (3.46b)
Substituindo as equac¸o˜es 3.46a e 3.46b em 3.41 e rearranjando os ter-
mos, obte´m-se uma equac¸a˜o para o fluxo em func¸a˜o de Θi, δRLi e δRUi :









e logo, a equac¸a˜o discretizada que determina o fluxo pelas faces de um vo-

































e i representa cada um dos no´s que pertencem ao elemento.
E´ importante perceber que o nu´mero de inco´gnitas do problema foi
bastante reduzido. Na equac¸a˜o 3.41 o nu´mero total de inco´gnitas era dado
por 3Nno´s. Ja´ na equac¸a˜o 3.47 as posic¸o˜es (xi,yi) sa˜o escritas em func¸a˜o
das posic¸o˜es dos no´s sobre as fronteiras superior e inferior, e isso significa
que elas na˜o possuem mais uma equac¸a˜o pro´pria para definir sua posic¸a˜o. O
nu´mero total inco´gnitas cai, portanto, para Nno´s+2Nno´s em x. Isso na˜o significa
que a equac¸a˜o que define a posic¸a˜o do no´ (xi,yi) deixou de ser usada, mas sim
que a parcela que define a posic¸a˜o do ponto (xi,yi) agora faz parte da equac¸a˜o
de outro no´.
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4 CONDIC¸O˜ES DE CONTORNO E PROCEDIMENTO DE
SOLUC¸A˜O
4.1 Introduc¸a˜o
Este capı´tulo conte´m as deduc¸o˜es das equac¸o˜es de condic¸a˜o de
contorno para os problemas de ana´lise e de projeto, as quais sa˜o mostradas
separadamente. Nos dois casos essas equac¸o˜es foram desenvolvidas de modo
que a implementac¸a˜o das condic¸o˜es de contorno pudesse ser feita de maneira
conservativa e consistente.
Para a equac¸a˜o governante usada, deve-se lidar com treˆs tipos de dados
para a definic¸a˜o completa da inco´gnita Θ sobre a fronteira: o valor de Θ,
o valor de sua derivada e a posic¸a˜o espacial sobre onde essas informac¸o˜es
sa˜o conhecidas. E´ necessa´rio conhecer dois desses dados para se permitir
especificar as condic¸o˜es de contorno.
Em problemas de ana´lise a posic¸a˜o espacial representa a primeira
informac¸a˜o conhecida, visto que nesse tipo de problema a malha computa-
cional e´ sempre um dado de entrada. A outra informac¸a˜o necessa´ria deve ser
extraı´da do valor ou da varia´vel Θ, ou da sua derivada. Utiliza-se enta˜o a
equac¸a˜o de conservac¸a˜o para determinar o campo de Θ sobre o domı´nio.
Em problemas de projeto a equac¸a˜o de conservac¸a˜o tem um papel di-
ferente do usual. Aqui os valores de Θ e de sua derivada ja´ sa˜o conhecidos
na fronteira. A u´nica informac¸a˜o desconhecida e´ a posic¸a˜o da mesma. Em
virtude disso, a equac¸a˜o de conservac¸a˜o e´ usada na˜o mais para obter o com-
portamento da varia´vel sobre o contorno, mas sim para calcular a localizac¸a˜o
da fronteira. Isso sera´ mostrado nas pro´ximas sec¸o˜es.
4.2 Representac¸a˜o das Condic¸o˜es de Contorno
Deve-se lembrar de que a geometria informada e´ somente uma estima-
tiva inicial da forma desejada, e que a variac¸a˜o entre as duas pode ser signi-
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ficativa, ou seja, a forma final pode ser bastante diferente da forma inicial.
Assim, especificar as condic¸o˜es de contorno (que representara˜o o resultado
para a geometria final) em func¸a˜o das posic¸o˜es da fronteira da geometria ini-
cial pode fornecer resultados que na˜o sa˜o os esperados e que esta˜o longe do
desejado. Logo, dado que as posic¸o˜es iniciais e finais dos no´s da malha sera˜o
diferentes, e´ importante que as condic¸o˜es de contorno sejam especificadas
de modo a se permitir recuperar as suas informac¸o˜es em qualquer ponto do
espac¸o, isto e´, devem ser especificadas de maneira contı´nua. O intuito disso
e´ permitir que enquanto a forma da geometria evolui para o resultado final
(isto e´, durante o processo iterativo) seja possı´vel restaurar as informac¸o˜es
necessa´rias no contorno sem que as mesmas estejam ligadas a um VC es-
pecı´fico.
A soluc¸a˜o para isso e´ simples e e´ usada em boa parte dos trabalhos
nume´ricos: basta definir as condic¸o˜es de contorno usando algum tipo de
func¸a˜o que represente uma variac¸a˜o contı´nua no espac¸o da varia´vel de in-
teresse:




Isso ja´ permite reaver as informac¸o˜es das condic¸o˜es de contorno conti-
nuamente ao longo da fronteira. No entanto o uso de func¸o˜es contı´nuas
nem sempre e´ via´vel, e esse trabalho e´ um exemplo disso. As condic¸o˜es
de contorno para o problema de projeto podem sim ser escritas usando uma
func¸a˜o f (x) qualquer. Contudo, como ja´ comentado, o problema de projeto
parte de uma geometria inicial fornecida pelo usua´rio. Essa geometria ini-
cial e´ usada tambe´m para se obter uma estimativa inicial deFΘ (fluxo de Θ)
que passa pela interface. Uma vez que a distribuic¸a˜o de FΘ e´ obtida apo´s o
inı´cio da simulac¸a˜o, deve-se usar me´todos nume´ricos para construir a func¸a˜o
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FΘ(x).
A opc¸a˜o mais simples para a construc¸a˜o de tal curva e´ usar uma
interpolac¸a˜o linear entre os pontos disponı´veis. A vantagem dessa soluc¸a˜o
e´ sua robustez e facilidade de implementac¸a˜o. Em contrapartida, a resposta
obtida dessa forma na˜o e´ suave. Em casos onde o nu´mero de pontos que
definem a func¸a˜o de entrada e´ pequeno isso se torna mais evidente e pode
prejudicar a qualidade dos resultados.
Outra opc¸a˜o e´ utilizar um me´todo de ajustes pontos por polinoˆmios.
O fato de um polinoˆmio sempre ser contı´nuo faz com que sua resposta seja
tambe´m suave. Isso tambe´m reduz problemas quanto a` confiabilidade da
curva gerada quando o nu´mero de pontos de entrada e´ pequeno. No entanto,
para que a func¸a˜o gerada passe pelos n pontos fornecidos esse me´todo requer
a gerac¸a˜o de um polinoˆmio de ordem n− 1. O problema desse enfoque e´
que polinoˆmios de alta ordem possuem natureza oscilato´ria: flutuac¸o˜es sobre
uma pequena parte do intervalo podem induzir grandes flutuac¸o˜es sobre todo
o intervalo (MALISKA, 2004; BURDEN; FAIRES, 2008), o que na˜o e´ deseja´vel.
A figura 4.1 mostra esse efeito sobre uma geometria onde foram usados 21
pontos para a representac¸a˜o da sua forma, e um polinoˆmio de grau 20 para
interpolar esses pontos.
Uma alternativa e´ o uso de splines interpolantes1, que sa˜o func¸o˜es
que interpolam um conjunto de pontos por grupos e, a cada conjunto, obteˆm
polinoˆmios de menor grau. A suavidade da func¸a˜o completa e´ garantida ao se
fazer com que as derivadas de polinoˆmios vizinhos sejam sempre iguais nos
pontos compartilhados. Ainda, modificac¸o˜es locais na˜o afetam toda a curva,
e por causa disso sa˜o menos suscetı´veis a`s oscilac¸o˜es que afetam polinoˆmios
de alta ordem, conforme se pode ver na figura 4.2.
Para esse trabalho optou-se pelo uso de splines cu´bicas interpolantes,
1De splint (tala, em ingleˆs). A palavra passou a ser usada para descrever longas tiras flexı´veis
usadas em projetos de engenharia para desenhar linhas contı´nuas e suaves que passam por um
conjunto de ponto desejados atrave´s da fixac¸a˜o da tira nesses pontos (RUGGIERO; LOPES, 1996).
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Figura 4.1: Interpolac¸a˜o da forma de uma ave usando ajuste por polinoˆmios.
As oscilac¸o˜es na curva definida por polinoˆmios na˜o permitem uma correta
representac¸a˜o da forma desejada. Fonte: (BURDEN; FAIRES, 2008).
Figura 4.2: Interpolac¸a˜o da forma de uma ave usando splines. Fonte: (BUR-
DEN; FAIRES, 2008).
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que permitem que a func¸a˜o resultante e tambe´m suas derivadas (ate´ segunda
ordem) sejam contı´nuas. Para esse tipo de splines, dado o conjunto de n
pontos, a splines cu´bica interpolante, P(x), e´ composta por n polinoˆmios de
terceiro grau p(x):
pk(x) = ak(x−xk)3+bk(x−xk)2+ck(x−xk)+dk, k = 1,2, . . . ,n (4.3)
O ca´lculo dos coeficientes ak, bk, ck e dk envolve regras que visam garantir
a suavidade e continuidade de P(x) e de suas derivadas. Pode-se encontrar
sua deduc¸a˜o completa na literatura (RUGGIERO; LOPES, 1996; BURDEN; FAIRES,
2008) e um exemplo de algoritmo com a implementac¸a˜o computacional de
splines cu´bicas interpolantes pode ser conferido em Press et al (1992).
O uso de splines possui algumas vantagens sobre outros me´todos. Por
exemplo, ela permite o ajuste local dos pontos de origem da func¸a˜o, e a
propagac¸a˜o dessas modificac¸o˜es para o resto da curva na˜o e´ significativa.
Isso possibilita o uso simples do me´todo direto de determinac¸a˜o de forma
para melhorar equipamentos ja´ existentes, bastando para isso modificar al-
guns pontos de entrada das condic¸o˜es de contorno extra. Por outro lado,
splines interpolantes requerem que os pontos (x,y) de entrada sejam forneci-
dos na ordem estritamente crescente de x, o que pode restringir o seu uso em
um domı´nio de forma demasiadamente complexa.
Para solucionar esse problema basta que a definic¸a˜o da condic¸a˜o de
contorno seja posta de tal maneira que ela se relacione a uma varia´vel ligada
a` geometria. Isso pode ser atingido atrave´s do uso de coordenadas locais.
Pode-se empregar uma varia´vel local que fornec¸a a posic¸a˜o relativa h sobre
a fronteira de interesse tal que 0 ≤ h ≤ 1, onde h = 0 representa a posic¸a˜o
inicial sobre a curva que define a condic¸a˜o de contorno e h = 1 representa a
posic¸a˜o final sobre essa mesma curva.
Enta˜o se pode escrever as func¸o˜es para Θ e FΘ na˜o em func¸a˜o de x,
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Figura 4.3: Coordenada local h para definic¸a˜o das informac¸o˜es sobre as fron-
teiras.
mas em func¸a˜o de h:
Θ=Θ(h), FΘ =FΘ(h) (4.4)
em que cada spline agora e´ composta de polinoˆmios sk(h), k = 1,2, . . . ,n.
Isso elimina as duas questo˜es apresentadas: as func¸o˜es obtidas sa˜o contı´nuas
(e suaves) ao longo da fronteira, sem que estejam diretamente especificando
o formato dessa fronteira.
4.3 Equac¸a˜o para os Volumes da Fronteira no Problema de Ana´lise
As equac¸o˜es obtidas no u´ltimo capı´tulo descrevem o fluxo de Θ que
atravessa os contornos de um volume de controle, e sa˜o suficientes para defi-
nir os balanc¸os nos volumes internos. No entanto os volumes de controle que
residem sobre a fronteira do domı´nio possuem pontos de integrac¸a˜o adicio-
nais que tambe´m devem ser levados em conta:
Fixar uma condic¸a˜o de contorno de Neumann (isto e´, fixar a derivada
da varia´vel de interesse e, portanto, o seu fluxo) se torna simples: basta somar
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Figura 4.4: Pontos de integrac¸a˜o para volumes sobre a fronteira do domı´nio.
Adaptado de (MENDES, 2007).
o valor desejado (FΘpif ) a` equac¸a˜o do volume de controle correspondente:
∑
faces
FΘ+FΘpif1∆S+FΘpif2∆S = 0 (4.5)
Quando a condic¸a˜o de contorno deseja e´ do tipo Dirichlet (em que o
pro´prio valor da varia´vel de interesse e´ prescrito na fronteira), contudo, deve-
se encontrar uma outra forma de somar a contribuic¸a˜o da face a` equac¸a˜o do
volume de controle. Tradicionalmente o que se faz e´ substituir toda a equac¸a˜o
original por outra equac¸a˜o mais simples que prescreve o valor desejado:
Θ=Θprescrito (4.6)
Deve-se notar que essa equac¸a˜o na˜o representa qualquer tipo de
balanc¸o. Realmente, ao se realizar a substituic¸a˜o da equac¸a˜o conservativa
original pela equac¸a˜o 4.6, esta´-se deixando de aplicar os balanc¸os no tal
volume de controle, o que efetivamente significaria que a conservac¸a˜o das
grandezas calculadas na˜o esta´ sendo garantida. Esse implementac¸a˜o se
assemelha a na˜o resolver a qualquer equac¸a˜o para Θ na fronteira, e enta˜o
substituir diretamente Θ = Θprescrito na equac¸a˜o 3.33 para os no´s i que esta˜o
74 4 CONDIC¸O˜ES DE CONTORNO E PROCEDIMENTO DE SOLUC¸A˜O
sobre uma fronteira do domı´nio.
Apesar de uma equac¸a˜o de conservac¸a˜o na˜o ser resolvida para o dito
volume de controle, o valor da sua varia´vel ja´ e´ conhecido (e prescrito).
Ale´m disso, nos volumes de controle internos (que sa˜o vizinhos dos volumes
da fronteira) os princı´pios de conservac¸a˜o esta˜o sendo obedecidos, o que
“amarra” a soluc¸a˜o do problema. De fato, essa forma “na˜o-conservativa” e´
aplicada em diversos trabalhos que se baseiam no EbFVM (CORDAZZO, 2005;
SILVEIRA, 2006; KELLER, 2007) e apresenta muito bons resultados.
Um aspecto importante e´ que o uso de me´todos “na˜o-conservativos”
para a condic¸a˜o de contorno faz com que o ca´lculo dos fluxos sobre a inter-
face seja inconsistente. Isso inclui calcular os fluxos usando as derivadas das
func¸o˜es de forma (equac¸o˜es 3.20), e decorre do fato de que, ao se substituir as
equac¸o˜es de conservac¸a˜o para o volume de controle por outras equac¸o˜es mais
simples, os fluxos por sobre as fronteiras deixam de ser computados. Uma
vez que eles na˜o fazem parte do sistema linear, sua recuperac¸a˜o a partir dos
resultados na˜o e´ possı´vel (ao menos na˜o de uma forma em que seu somato´rio
sobre todas as fronteiras retorne valor nulo).
Contudo uma das etapas da resoluc¸a˜o do problema de projeto e´ exata-
mente obter o fluxo de Θ na fronteira da geometria inicial, dado que o mesmo
e´ usado no procedimento iterativo que leva a obtenc¸a˜o da geometria final (o
que sera´ mostrado no capı´tulo 5). Assim deve-se obter uma forma conserva-
tiva e consistente de se aplicar a condic¸a˜o de contorno de Dirichlet, de ma-
neira que se permita prescrever o valor de Θ na interface e, ao mesmo tempo,
recuperar os fluxosFpif que surgem desse valor prescrito.
Ashrafizadeh (2000) na˜o informa como essa condic¸a˜o de contorno e´
fixada, mas da´ a entender que segue um procedimento similar ao mostrado por
Raw (1985). Tal trabalho, contudo, na˜o deixa claro como se da´ a prescric¸a˜o de
condic¸o˜es de Dirichlet, essenciais ao problema de projeto. Em func¸a˜o disso,
outras formas de se aplicar a condic¸a˜o de contorno de Dirichlet de maneira
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conservativa foram utilizadas.
Maliska (2004) mostra uma soluc¸a˜o para tal problema, e Mendes (2007)
aplicou uma soluc¸a˜o similar para resolver problemas de conduc¸a˜o de calor e
de escoamentos bidimensionais. A ideia mostrada envolve calcular um fluxo
na fronteira de modo que a contribuic¸a˜o desse fluxo resulte na obtenc¸a˜o do
valor desejado para a varia´vel. Aqui essa ideia sera´ estendida para um caso
com malhas irregulares e na˜o estruturadas.
Inicia-se enta˜o escrevendo a expressa˜o gene´rica para o fluxo de Θ na
fronteira:
FΘpif = ~∇Θ ·~A (4.7)






O mo´dulo do vetor a´rea e´ obtido usando suas pro´prias componentes:
Apif =
∣∣∣~A∣∣∣= (A2x +A2y)1/2 (4.9)
A derivada normal de Θ pode ser escrita usando o ponto de integrac¸a˜o
que reside sobre a fronteira e um ponto interno localizado no interior do ele-
mento. Esse ponto deve ser escolhido de tal modo que o vetor que une o
ponto de integrac¸a˜o sobre a face da fronteira pif a esse ponto interno (int)
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Figura 4.5: Definic¸a˜o da posic¸a˜o do ponto interno utilizado no ca´lculo do
gradiente de Θ.
E´ importante perceber o significado da equac¸a˜o 4.11. Ela representa
um fluxo que atravessa a fronteira do domı´nio, e e´ esse fluxo que sera´ im-
posto como condic¸a˜o de contorno. O seu valor, contudo, e´ func¸a˜o do valor
desejado para a inco´gnita Θ sobre a fronteira (ou seja, Θpif = Θprescrito). Em
outras palavras, o fluxo imposto e´ o necessa´rio para que o valor resultante da
inco´gnita na fronteira seja o desejado2.
Pode-se usar a equac¸a˜o 3.3 para relacionar Θint aos valores de Θ nos
no´s do elemento:
Θint = NiΘi|Pint (4.12)
Aqui os valores da func¸a˜o de forma, Ni, devem ser avaliados usando as coor-
denadas locais (s, t) do ponto interno, as quais sera˜o obtidas mais adiante.
Do mesmo modo que o vetor a´rea, o mo´dulo da distaˆncia e´ obtido via








2Isso e´ ana´logo a responder a pergunta “que fluxo de calor deve ser fixado numa superfı´cie
de modo a obter na mesma a temperatura T desejada?”
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Para que a equac¸a˜o 4.14 seja va´lida, ja´ foi dito que o ponto interno
deve estar em posic¸a˜o tal que sua ligac¸a˜o com o ponto de integrac¸a˜o da fron-
teira seja paralelo ao vetor a´rea de face. Uma forma de garantir que isso
sempre seja verdade e´ definir uma reta que passa por esses dois pontos, e
enta˜o usar o vetor a´rea como vetor diretor para essa reta. Escrevendo em seu
modo parame´trico, a equac¸a˜o para essa reta e´ dada por{
xint = xpif− f Ax
yint = ypif− f Ay
(4.15)
ou enta˜o, {
xint− xpif =− f Ax
yint− ypif =− f Ay
⇒
{
dx =− f Ax
dy =− f Ay
(4.16)
E´ importante notar que os elementos existem no plano fı´sico, neste
trabalho dado em coordenadas cartesianas (x,y). Mas todos os ca´lculos sa˜o
realizados em um elemento padra˜o existente num plano transformado (s, t).
A principal vantagem disso, que e´ a facilidade de se implementar equac¸o˜es
nesse elemento padra˜o, aqui se torna um inimigo: ela faz com que o vetor a´rea
de face na˜o seja normal a` face no plano transformado. Isso fica evidente na
figura 4.6. Por isso e´ importante obter a posic¸a˜o (sint, tint) atrave´s da posic¸a˜o
(xint,yint) calculada. Escrevendo em func¸a˜o da posic¸a˜o (s, t) do ponto de
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Figura 4.6: Mapeamento do vetor a´rea entre o plano fı´sico e o transformado.
Usando a regra da cadeia, ds e dt podem ser escritos em func¸a˜o de dx
e dy: {
ds = ∂ s∂x dx+
∂ s
∂y dy













− ∂y∂ s dx− ∂x∂ s dy
) (4.19)
onde as func¸o˜es de forma sa˜o usadas para descrever as derivadas. Tambe´m,










∂ s yiAx− ∂Ni∂ s xiAy
) (4.20)
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e, portanto, {
ds =− fJ ∂Ni∂ t (yiAx− xiAy)
dt =+ fJ
∂Ni
∂ s (yiAx− xiAy)
(4.21)
Com isso, a posic¸a˜o do ponto auxiliar interno e´ dada por{





∂ s (yiAx− xiAy)
(4.22)
Retornando a` equac¸a˜o 4.13 e usando as relac¸o˜es das equac¸o˜es 4.16,















Nota-se que a definic¸a˜o de |∆~r| se assemelha a` definic¸a˜o de Apif. De
fato, por comparac¸a˜o, veˆ-se que
|∆~r|= f Apif (4.25)
Substituindo a equac¸a˜o 4.25 em 4.14, chega-se a uma equac¸a˜o para









Nessa equac¸a˜o, Θpif e´ conhecido e seu valor e´ dado pela func¸a˜o que descreve
a variac¸a˜o de Θ em cada uma das fronteiras do domı´nio. Ja´ f e´ um paraˆmetro
que deve ser fornecido. Usando tambe´m a equac¸a˜o 4.25, e´ possı´vel ver que
a distaˆncia do ponto interno a` fronteira e´ dada pelo fator f do tamanho da
a´rea da face local. Esse fator carrega em si uma importante contribuic¸a˜o
fı´sica. Uma vez que o fluxo na fronteira esta´ sendo calculado atrave´s de
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uma derivada aproximada por um lado so´, a distaˆncia |∆~r| entre o ponto in-
terno e o ponto de integrac¸a˜o sobre a fronteira determinara´ a precisa˜o do fluxo
sobre essa face: quanto menor a distaˆncia, melhor sera´ a aproximac¸a˜o dada na
equac¸a˜o 4.10. Na teoria se essa distaˆncia tender a zero tem-se a definic¸a˜o da
pro´pria derivada, e a equac¸a˜o 4.10 passa a ser uma igualdade. Isso, contudo,
deve ser evitado. Explica-se: a diminuic¸a˜o de |∆~r| traduz-se unicamente na
diminuic¸a˜o de f . E analisando a equac¸a˜o 4.26, veˆ-se que e´ possı´vel separa´-
la em duas parcelas: um termo de valor conhecido, que sera´ direcionado ao
termo-fonte da equac¸a˜o do volume de controle ( 1f Θpif) e outro termo que
depende dos no´s do elemento, e que por isso entrara´ como coeficientes da
matriz (− 1f NiΘi|Pint ). Para valores de f muito pequenos ambos os termos
tomara˜o valores demasiado grandes (tendendo ao infinito). Deve-se lembrar
de que os mesmos sera˜o adicionados a` equac¸a˜o para o volume de controle,
e eles podera˜o estar ordens de grandeza maiores que os demais termos da
equac¸a˜o. Ja´ que se esta´ usando me´todos nume´ricos, a resoluc¸a˜o desse sis-
tema pode ser prejudicada por erros de arredondamento surgidos exatamente
da diferenc¸a na ordem de grandeza dos termos da equac¸a˜o. Assim e´ inter-
essante buscar um valor suficientemente pequeno de modo a na˜o danificar a
qualidade do ca´lculo do fluxo, mas tampouco pequeno demais a ponto de im-
pedir a obtenc¸a˜o de uma soluc¸a˜o pelos motivos explicados acima. Nos testes
realizados percebeu-se que valores de f entre 0.001 e 0.1 na˜o prejudicam o
sistema linear e oferecem pequena variac¸a˜o nos resultados.
4.4 Equac¸a˜o para os Volumes da Fronteira no Problema de Projeto
Para o problema de projeto tanto o valor da varia´vel Θ quanto o de seu
fluxo (ou de sua derivada) sa˜o conhecidos na fronteira. Voltando ao exemplo
da figura 2.2, isso equivale a conhecer as temperaturas nos extremos de uma
barra e tambe´m o fluxo de calor pela mesma, mas na˜o o seu comprimento L. O
objetivo do problema passa a ser o de determinar L com base nas informac¸o˜es
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de que se dispo˜e.
Figura 2.2: Exemplo de problema de projeto: o comprimento da barra pode
ser obtido a partir das informac¸o˜es disponı´veis (equac¸a˜o governante, tempe-
raturas e fluxo de calor).
Uma vez que Θ e FΘpif ja´ sa˜o conhecidos, deve-se obter novas
equac¸o˜es que permitam fixar essas grandezas, mas que mantenham as
coordenadas da fronteira como inco´gnitas do problema.
Para isso, inicia-se a partir da equac¸a˜o que define o fluxo sobre qual-
quer face do volume de controle:
FΘpif = ~FΘpif ·~Apif (4.27)
Empregando novamente a linearizac¸a˜o de Newton, a equac¸a˜o 4.27
pode ser linearizada para
FΘpif = ~F
0
Θpif ·~Apif+ ~FΘpif ·~A0pif− ~F 0Θpif ·~A0pif (4.28)
Uma vez que a equac¸a˜o governante do problema foi escrita em termos
de δRi, e´ bene´fico agrupar os termos ~F 0Θpif para obter
FΘpif = ~FΘpif ·~A0pif+ ~F 0Θpif ·δ~Apif (4.29)
O fluxo de Θ na fronteira e´ dado na forma de uma spline. Como
somente a componente normal a` face da fronteira contribuira´ com o fluxo
que passa por essa face, optou-se por utilizar o mo´dulo do fluxo na definic¸a˜o
82 4 CONDIC¸O˜ES DE CONTORNO E PROCEDIMENTO DE SOLUC¸A˜O
dessa curva. Isso tambe´m contribui na definic¸a˜o das condic¸o˜es de contorno,
pois elimina a necessidade de se conhecer o vetor normal da face no momento
de se impor as condic¸o˜es de contorno.
A equac¸a˜o 4.29 deve ser reescrita para levar esse fato em conta. Para
isso, percebe-se que e´ possı´vel escrever o primeiro termo da equac¸a˜o ja´ em
func¸a˜o do resultado do produto interno:
~FΘpif ·~A0pif =FΘsA0pif (4.30)
ondeFΘs e´ o fluxo de Θ por unidade de a´rea e Apif e´ o mo´dulo do vetor a´rea
de face, ~Apif, sobre a fronteira. Ja´ o segundo termo, ~F 0Θpif , pode ser escrito em
func¸a˜o do pro´prio fluxoFΘs (uma vez que esse valor e´ prescrito e, portanto,
na˜o e´ afetado pela convergeˆncia) e da normal da face no instante anterior,~n0:
~F 0Θpif =FΘs~n
0 (4.31)





Boa parte dos termos dessa equac¸a˜o sa˜o conhecidos: FΘs e´ o valor
prescrito do fluxo na fronteira e ~A0pif e ~n
0 podem ser obtidos da iterac¸a˜o an-
terior com a ajuda da equac¸a˜o 3.27. A u´nica inco´gnita da equac¸a˜o e´ δ~Apif, o
qual pode ser obtida usando a mesma equac¸a˜o 3.27:

































Aqui tambe´m se empregam as simplificac¸o˜es da malha usando o mo-
delo de espinhas dados nas equac¸o˜es 3.46a e 3.46b. Assim, o fluxo em uma






















HRLU = Bxy =FΘs A
0
pif (4.37c)





FΘpif = 0 (4.38)
em que FΘ e FΘpif sa˜o dados pelas equac¸o˜es 3.47 e 4.36, respectivamente.
Essas equac¸o˜es conte´m todas as varia´veis de interesse (Θ, δRL e δRU ), e
em func¸a˜o disso sa˜o resolvidas num u´nico sistema linear acoplado, o qual e´
mostrado na figura 4.7.
A equac¸a˜o 4.38 fecha o sistema linear para o me´todo direto de
determinac¸a˜o de formas.
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Figura 4.7: Representac¸a˜o do sistema linear para o problema de projeto.
4.5 Prescric¸a˜o das Condic¸o˜es de Contorno
No problema de projeto tanto Θ quanto FΘ devem ser prescritos nas
paredes onde se deseja modificar a forma. Aqui sera´ mostrado como impor
esses valores em func¸a˜o do tipo de problema estudado.
4.5.1 Problemas de Conduc¸a˜o de Calor
Para a resoluc¸a˜o de problemas de conduc¸a˜o de calor, Θ representa
a temperatura T e FΘ, o mo´dulo do fluxo de calor ~qs por unidade de a´rea
(no problema bidimensional considera-se que a direc¸a˜o normal ao plano
do domı´nio possui uma unidade de comprimento). As distribuic¸o˜es dos
dois valores devem ser fixadas sobre os contornos do domı´nio para onde as
informac¸o˜es sa˜o conhecidas.
4.5.2 Problemas de Escoamentos Simples
Em problemas de escoamentos simples a varia´vel Θ representa a
func¸a˜o de corrente, ψ . Para a especificac¸a˜o dos valores da mesma nas
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condic¸o˜es de contorno deve-se lembrar primeiro de que as isolinhas da
func¸a˜o de corrente sa˜o tangentes ao vetor velocidade. Segundo, que as
paredes de um domı´nio, por serem impermea´veis ao fluido, tambe´m repre-
sentam isolinhas de ψ . Com isso em mente e´ fa´cil perceber que o vetor
velocidade deve ser perpendicular a` derivada normal de ψ na parede. Usando





onde V e´ o mo´dulo do vetor velocidade e n o vetor normal a` fronteira apon-
tando para fora do domı´nio, tambe´m mostrado na figura 4.8. A equac¸a˜o 4.39
tambe´m mostra que o pro´prio vetor velocidade representa a derivada local de
ψ e, portanto, o fluxo de Θ que entra no domı´nio.
Deve-se notar que o vetor normal se refere a` fronteira, e por isso
aponta em direc¸o˜es distintas em cada parede de um domı´nio (figura 4.8). Esse
fato precisa ser levado em conta ao se definir o sinal do vetor velocidade.
As condic¸o˜es para Θ correspondem a`s empregadas na resoluc¸a˜o de
problemas que usam func¸a˜o de corrente: fixa-se um valor nulo numa das fron-
teiras (aqui, a fronteira inferior), um valor Θmax = ψmax na fronteira oposta
(no caso, a fronteira superior) e variac¸o˜es lineares de 0 a ψmax nas regio˜es de
entrada e saı´da. O valor de ψmax e´ calculado de acordo com
ψmax =V∞Ain
onde V∞ e´ a velocidade de corrente livre desejada e Ain a a´rea da entrada (no-
vamente considerando dimensa˜o unita´ria na direc¸a˜o perpendicular ao plano
da malha).
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Figura 4.8: Isolinhas da func¸a˜o de corrente e representac¸a˜o dos vetores nor-
mais sobre as fronteiras do domı´nio.
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5 PROCEDIMENTO DE SOLUC¸A˜O E IMPLEMENTAC¸A˜O COM-
PUTACIONAL
5.1 Introduc¸a˜o
Este capı´tulo apresenta detalhes quanto ao procedimento de soluc¸a˜o
e caracterı´sticas importantes relativas a` implementac¸a˜o computacional do
me´todo apresentado. Sa˜o tratados, por exemplo, os passos que devem ser
seguidos para a resoluc¸a˜o dos problemas de ana´lise e de projeto, e tambe´m a
sequeˆncia de soluc¸a˜o do problema completo de determinac¸a˜o de forma.
Quanto a implementac¸a˜o computacional, o me´todo EbFVM permite
algumas facilidades no que diz respeito a sua programac¸a˜o. Essas facilidades,
tambe´m mostradas neste capı´tulo, conferem generalidade ao algoritmo para a
implementac¸a˜o de suas rotinas computacionais.
5.2 Procedimento de Soluc¸a˜o
O me´todo mostrado neste trabalho permite partir de uma forma inicial
e, via soluc¸a˜o de um sistema linear, iterar ate´ que a forma final seja obtida.
Esse processo naturalmente requer que o analista fornec¸a um ponto de partida
para a ana´lise, o que e´ feito mediante a entrada de uma estimativa inicial para
a geometria do domı´nio. Assim, o procedimento de soluc¸a˜o para o problema
de determinac¸a˜o de forma necessariamente passa por duas etapas: a resoluc¸a˜o
de um problema de ana´lise (cujo objetivo e´ obter a distribuic¸a˜o deFΘ para a
forma estimada) e a resoluc¸a˜o do problema de projeto.
Para os casos de ana´lise onde se busca unicamente melhorar o de-
sempenho de uma geometria ja´ existente, e´ evidente que a forma inicial do
domı´nio e´ conhecida antes de iniciar o estudo. Logo, o analista pode obter as
distribuic¸o˜es deΘ e deFΘ a partir dessa forma inicial. Em seguida, podem-se
realizar modificac¸o˜es nessas distribuic¸o˜es e, partindo da forma inicial, evoluir
usando o me´todo visto aqui para se chegar a` forma final.
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Ha´ casos, no entanto, em que as modificac¸o˜es desejadas podem ser tais
que a variac¸a˜o entre as formas inicial e final e´ significativa. Deve-se lembrar
de que este trabalho emprega uma linearizac¸a˜o de Newton para eliminar as
na˜o linearidades das equac¸o˜es, e nesses casos a convergeˆncia da soluc¸a˜o pode
ser afetada. Assim, e´ bene´fico introduzir passos intermedia´rios que permitem
chegar suavemente a` soluc¸a˜o final.
Isso pode ser conseguido aplicando uma relaxac¸a˜o a` distribuic¸a˜o da
condic¸a˜o de contorno. Dessa maneira, conhecidas as distribuic¸o˜es Θ(x) e
FΘ(x) desejadas sobre as fronteiras, pode-se empregar uma variac¸a˜o linear












n = 0,1,2, . . . ,N (5.1)
Portanto, nos casos onde seja necessa´rio aplicar um fator de relaxac¸a˜o
sobre a condic¸a˜o de contorno, a equac¸a˜o 5.1 definira´ a distribuic¸a˜o deFΘ(x)
ao longo da simulac¸a˜o. O procedimento de soluc¸a˜o para a obtenc¸a˜o da forma
segue, assim, os seguintes passos:
1. Definir estimativa inicial para a forma desejada;
2. Resolver o problema de ana´lise (equac¸o˜es 3.41 e 4.26)
3. Calcular a distribuic¸a˜o deF 0Θ sobre as fronteiras;
4. Definir n = 1;
5. Ca´lcular novoF nΘ(x) via equac¸a˜o 5.1
6. Resolver problema de projeto com Θ(x) eF nΘ(x);
7. Acrescentar n = n+1;
8. Se n≤N, retornar ao passo 5. Caso contra´rio, finalizar o procedimento.
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5.3 Implementac¸a˜o Computacional
O EbFVM possui algumas particularidades interessantes, inclusive no
que diz respeito a sua implementac¸a˜o computacional. O primeiro ponto a ser
notado e´ que a montagem da matriz do sistema linear e´, a princı´pio, indepen-
dente das condic¸o˜es de contorno. Isso porque a discretizac¸a˜o nume´rica por
esse me´todo faz com que os termos de fluxo dependam somente dos no´s que
fazem parte do elemento onde esta´ localizado o ponto de integrac¸a˜o. Se as
condic¸o˜es de contorno forem implementadas de uma maneira conservativa, os
fluxos internos (isto e´, todos os fluxos que na˜o esta˜o sobre uma fronteira) de-
vem permanecer na equac¸a˜o. Isso torna a sua programac¸a˜o bastante simples.
O algoritmo pode conter uma sub-rotina que percorre todos os elementos,
calcula somente os fluxos internos e monta a matriz base do sistema linear;
uma segunda sub-rotina pode se encarregar de aplicar somente as condic¸o˜es
de contorno de Dirichlet; uma terceira, as de Neumann, e assim por diante.
Toma-se como exemplo o presente trabalho, o qual usa somente ele-
mentos quadrangulares. A sub-rotina que realiza a montagem do sistema
linear base (isto e´, que ainda na˜o conte´m informac¸o˜es das condic¸o˜es de
contorno) realiza uma varredura em todos os elementos da malha. Em cada
elemento e´ executada uma segunda varredura, agora sobre os SVC. Aqui se
pode calcular o fluxo atrave´s da face que divide dois SVC. Como o fluxo
que entra em um SVC e´ necessariamente igual ao fluxo que deixa o SVC
vizinho, o seu valor precisa ser calculado uma u´nica vez. E como todos os
elementos sa˜o mapeados para um elemento padra˜o num plano transformado,
a sub-rotina que calcula o fluxo para cada SVC e´ u´nica. Basta alterar dados
de entrada como as coordenadas locais (s, t) do ponto de integrac¸a˜o e a a´rea
de face local (ds,dt), ale´m de fornecer os valores corretos para as varia´veis
dos no´s do elemento (x, y, Θ).
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5.3.1 Condic¸o˜es de Contorno
As fronteiras do domı´nio esta˜o em faces diferentes das que ja´ foram
calculadas durante a montagem da matriz base, e e´ isso que as torna indepen-
dentes. Os fluxos calculados por essas faces so´ precisam ser adicionados a`
sua equac¸a˜o correspondente, conforme a equac¸a˜o 4.38. Isso vale tanto para
problemas de ana´lise quanto para problemas de projeto.
Para o problema de projeto, o procedimento para prescric¸a˜o de
condic¸a˜o de contorno conservativa mostrado na sec¸a˜o 4.3 se torna desne-
cessa´rio. Isso porque no problema de projeto a equac¸a˜o de conservac¸a˜o dos
volumes de controle da fronteira e´ usada para obter na˜o o valor de Θ, mas
sim o da coordenada R dos no´s ali localizadas (e, por consequeˆncia, suas
posic¸o˜es x e y). Em outras palavras, a equac¸a˜o de conservac¸a˜o de Θ serve
como equac¸a˜o para R, e na˜o para Θ como ocorre normalmente. A equac¸a˜o
para Θ empregada, enta˜o, e´ a dada pela equac¸a˜o 4.6. Deve-se ressaltar que
isso na˜o significa que a condic¸a˜o de contorno esta´ sendo imposta de maneira
na˜o conservativa. Pelo contra´rio, a conservac¸a˜o das propriedades continua
sendo mantida; a equac¸a˜o de conservac¸a˜o para Θ simplesmente esta´ sendo
empregada em outra finalidade (a determinac¸a˜o da forma da fronteira), mas
se mante´m ativa.
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6 RESULTADOS DE PROBLEMAS TESTE
6.1 Introduc¸a˜o
Este capı´tulo mostra alguns testes que buscam avaliar a robustez do
me´todo empregado. Em seguida, resultados para problemas testes sa˜o aborda-
dos. Uma discussa˜o sobre um comportamento recorrente observado tambe´m
e´ feita.
6.2 Crite´rio de Parada do Solver







onde (bi−AiΘi) e´ a equac¸a˜o para Θ para o VC i, aP e´ o coeficiente da diago-
nal principal para a equac¸a˜o deΘi e ∆Θ e´ a diferenc¸a entre os valores ma´ximo
e mı´nimo de Θ encontrada entre dois VCs do domı´nio em uma iterac¸a˜o. O
divisor (aP∆Θ) funciona como um normalizador do resı´duo.
O crite´rio de parada adotado para todas as simulac¸o˜es foi uma to-









Atrave´s de monitoramento das rodadas, observou-se que os resı´duos
ma´ximo (ou seja, o maior valor de Ri encontrado no domı´nio) e RMS
possuı´am a mesma ordem de grandeza. Ainda, a partir de determinado ponto
(por volta de R = 1E-4) a queda do resı´duo ocorre muito rapidamente, e
tipicamente os dois resı´duos (ma´ximo e RMS) chegam a valores inferiores a
1E-5 apo´s uma iterac¸a˜o adicional. Isso significa que o crite´rio de parada pode
ser alterado para uso do resı´duo ma´ximo sem qualquer oˆnus computacional.
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6.3 Estudo de Robustez do Me´todo
Uma vez que a forma final e´ desconhecida, nem sempre e´ possı´vel
saber se a forma fornecida como estimativa inicial esta´ pro´xima ou na˜o na
forma final desejada. Assim e´ bene´fico que o me´todo utilizado seja robusto o
suficiente para, a partir de uma estimativa inicial de forma qualquer, iterar ate´
a que a forma final seja obtida.
Com o objetivo de testar essa robustez, pode-se aplicar um teste onde a
forma final seja conhecida. Assim pode-se variar a forma inicial estimada de
modo que ela esteja diferente da dita forma final, e assim avaliar se o me´todo
consegue encontrar a forma correta.
Para o teste, realizou-se o estudo de conduc¸a˜o de calor em uma placa
quadrila´tera de tamanho adimensional unita´rio. A determinac¸a˜o da forma foi
obtida modificando-se somente as posic¸o˜es das faces norte (N) e sul (S). Por
isso somente nelas e´ necessa´rio especificar uma informac¸a˜o extra junto da
condic¸a˜o de contorno.
Quanto a`s condic¸o˜es de contorno, tem-se temperaturas adimensionais
prescritas nas faces norte e sul (mostradas na figura 6.1). Para a informac¸a˜o
extra, e´ fixado o fluxo de calor constante nessas mesmas faces. As faces leste
(E) e oeste (W) sa˜o definidas como adiaba´ticas.
Para que a forma final da placa seja a de um quadrila´tero de tamanho
unita´rio, as condic¸o˜es impostas podem ser as dadas na tabela 6.1. Em es-
pecial, nota-se que as como condic¸o˜es leste e oeste possuem fluxo nulo, o
resultado final sera´, efetivamente, unidimensional.
Tabela 6.1: Condic¸o˜es de contorno para o teste de robustez
Informac¸a˜o N S W E
Temperatura 1 0 - -
Fluxo 1 -1 0 0
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Figura 6.1: Dimenso˜es e nomenclatura para as condic¸o˜es de contorno
Uma estimativa inicial para a forma levemente inadequada1 e´ mos-
trada na figura 6.2, junto de sua distribuic¸a˜o inicial para o fluxo de calor. O
programa na˜o possui grandes dificuldades para convergir tal problema, e de
fato o faz para poucas iterac¸o˜es.
Usando formas iniciais mais distantes do resultado final esperado, o
programa tambe´m consegue convergir para a forma correta com certa facili-
dade. Isso pode ser visto nas figuras 6.3 e 6.4. A figura 6.5 mostra como a
forma do domı´nio evolue ao longo das iterac¸o˜es. E´ interessante perceber que
logo na primeira iterac¸a˜o ocorre uma grande variac¸a˜o na posic¸a˜o da fronteira
norte. Isso sera´ comentado mais a frente.
1Considera-se inadequada uma geometria que na˜o represente uma boa estimativa inicial para
a forma que se deseja obter.
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Figura 6.2: Estimativa inicial inadequada. Representac¸a˜o da forma e curva
de distribuic¸a˜o do fluxo de calor para as formas (a) inicial e (b) final.
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Figura 6.3: Estimativa inicial inadequada. Representac¸a˜o da forma e curva
de distribuic¸a˜o do fluxo de calor para as formas (a) inicial e (b) final.
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Figura 6.4: Estimativa inicial inadequada. Representac¸a˜o da forma e curva
de distribuic¸a˜o do fluxo de calor para as formas (a) inicial e (b) final.
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Figura 6.5: Evoluc¸a˜o da forma ao longo das iterac¸o˜es para a estimativa inicial
mostrada na figura 6.4.
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6.4 Comparac¸o˜es com Resultados Conhecidos
Algumas ana´lises simples foram realizadas com o intuito de se analisar
o funcionamento do co´digo. Para estes testes, a forma de uma geometria
foi definida e as velocidades sobre as fronteiras norte e sul foram obtidas
mediante a resoluc¸a˜o de um problema de ana´lise. Em seguida, montou-se um
problema de projeto que partia de uma geometria padra˜o (por exemplo, com a
forma de um retaˆngulo) e usaram-se essas velocidades como dados de entrada
do problema a ser resolvido.
De maneira a evitar que possı´veis erros na implementac¸a˜o deste
me´todo pudessem “contaminar” os resultados obtidos, o ca´lculo do problema
de ana´lise foi realizado empregando um solver de CFD independente. O
pacote comercial ANSYS CFX R©13.0 foi o escolhido para a obtenc¸a˜o dos
dados de entrada mencionados por empregar em sua formulac¸a˜o o mesmo
me´todo nume´rico usado neste trabalho (EbVFM) (ANSYS, INC., 2010). Testes
de refino de malha foram feitos com o objetivo de se ter um resultado com in-
dependeˆncia de malha, e o como crite´rio de parada adotou-se uma toleraˆncia
para o resı´duo de 1E−6 RMS, valor esse adotado seguindo a recomendac¸a˜o
contida na documentac¸a˜o do software (ANSYS, INC., 2010).
E´ importante notar que o ANSYS CFX R©na˜o possui entre seus mode-
los um que comporte simular escoamentos invı´scidos. No entanto o programa
permite ao usua´rio definir varia´veis pro´prias, as quais podem ser resolvidas
usando uma equac¸a˜o de Poisson2:
∇ · (ρDϕ∇ϕ)+Sϕ = 0 (6.3)
2No pacote tambe´m e´ possı´vel resolver a distribuic¸a˜o da varia´vel definida pelo usua´rio atrave´s
de uma equac¸a˜o de transporte completa (abaixo) ou de uma equac¸a˜o de transporte difusiva (si-
milar a` completa, mas sem o termo advectivo).
∂
∂ t
(ρϕ)+∇ · (ρUϕ) = ∇ · (ρDϕ∇ϕ)+Sϕ
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onde ρ e´ a densidade do fluido de trabalho, Dϕ a difusividade cinema´tica, ϕ
a varia´vel de interesse por unidade de massa e Sϕ o termo fonte. Usando as
relac¸o˜es da tabela 6.2, e´ possı´vel usar a equac¸a˜o 6.3 para modelar o escoa-
mento potencial dentro do ANSYS CFX R©.






A geometria utilizada para o primeiro teste e´ a mostrada na figura 6.6.
Usando as condic¸o˜es de contorno dadas na tabela 6.3 (que equivalem a uma
velocidade de 1 m/s na entrada), o resultado obtido pelo pacote comercial
para as distribuic¸o˜es de velocidades sa˜o os mostrados na figura 6.7.
Tabela 6.3: Condic¸o˜es de contorno para problema teste 1 (ψmax = 1)
Fronteira Valor Prescrito
L ψ = 0
U ψ = ψmax
Entrada ψ(y) = ψmaxy
Saida ψ(y) = ψmax(2y−0.5)
Essas distribuic¸o˜es foram usadas no problema de projeto, que partiu
da geometria mostrada na figura 6.8 objetivando chegar a` forma mostrada
na figura 6.6. A malha usada conte´m 21× 15 no´s. Como se pode ver na
figura 6.9, os resultados concordam com o esperado (as duas formas esta˜o
sobrepostas).
Para o segundo teste foi usada uma geometria com fronteira inferior
plana. Novamente a geometria inicial, mostrada na figura 6.10, foi simulada
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Figura 6.6: Forma da geometria para teste 1.
Figura 6.7: Distribuic¸a˜o do mo´dulo de velocidades obtida sobre a parede pelo
pacote ANSYS CFX R©.
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Figura 6.8: Estimativa inicial para a forma da geometria de teste.
Figura 6.9: Forma obtida para a geometria de teste 1.
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no ANSYS CFX R©e as distribuic¸o˜es de velocidade sobre as fronteiras norte e
sul foram obtidas (figura 6.11) usando as condic¸o˜es de contorno mostradas na
tabela 6.4. Essas distribuic¸o˜es foram aplicadas como condic¸o˜es de contorno
na resoluc¸a˜o do problema de projeto, que partiu da mesma geometria inicial
mostrada na figura 6.8. O resultado tambe´m e´ mostrado na figura 6.10. Nota-
se que as geometrias desejada e obtida esta˜o sobrepostas, o que confirma o
funcionamento do me´todo.




Entrada ψ(y) = ψmaxy
Saida ψ(y) = 2ψmaxy
Figura 6.10: Forma da geometria de teste 2. Sa˜o mostradas as formas de
entrada simulada no ANSYS CFX R©e a forma obtida apo´s simulac¸a˜o.
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Figura 6.11: Distribuic¸o˜es dos mo´dulos de velocidade obtidas sobre a parede
no pacote comercial para a forma da geometria do teste 2 (em func¸a˜o do
comprimento normalizado h).
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O terceiro teste conte´m a geometria de um bocal convergente-
divergente. O geometria utilizada esta´ na figura 6.12. O campo de veloci-
dades obtido para essa geometria dentro do ANSYS CFX R©pode ser visto
nas figuras 6.13 (em func¸a˜o da coordenada normalizada h) e 6.14 (em func¸a˜o
da coordenada global x, para comparac¸a˜o).
Figura 6.12: Geometria de bocal convergente-divergente para teste 3.
A malha utilizada para este caso conte´m 60× 30 no´s, e foram usa-
das 2 iterac¸o˜es de relaxac¸a˜o. A forma inicial fornecida foi uma geometria
retangular regular com 2.5× 1 unidades de comprimento. A malha obtida e
sua comparac¸a˜o com a geometria original esta˜o na figura 6.15. Observa-se
novamente que os resultados esta˜o sobrepostos.
6.5 Comportamento do Me´todo
Um comportamento recorrente pode ser averiguado na resoluc¸a˜o do
problema de projeto: ao inve´s da forma do domı´nio variar suavemente entre
as condic¸o˜es inicial e final, o que ocorre e´ existir uma grande variac¸a˜o da
geometria na primeira iterac¸a˜o. As iterac¸o˜es seguintes, enta˜o, fazem com
que a geometria caminhe para sua forma correta, isto e´, a que obedece as
condic¸o˜es de contorno impostas. A figura 6.16 mostra a geometria obtida
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Figura 6.13: Distribuic¸o˜es dos mo´dulos de velocidade obtidas sobre a parede
no pacote comercial para a forma da geometria do teste 3 (em func¸a˜o do
comprimento normalizado h).
Figura 6.14: Distribuic¸o˜es dos mo´dulos de velocidade obtidas sobre a parede
no pacote comercial para a forma da geometria do teste 3 (em func¸a˜o da
coordenada x).
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Figura 6.15: Comparac¸a˜o entre a geometria inicial fornecida e a forma obtida
para a geometria via uso do me´todo direto de determinac¸a˜o de formas.
apo´s uma iterac¸a˜o do problema de projeto cuja forma inicial e´ mostrada na
figura 6.8, e a figura 6.17 mostra a evoluc¸a˜o da forma com o decorrer das
iterac¸o˜es. Apo´s dez iterac¸o˜es a forma final (figura 6.9) foi obtida. O campo
de Θ foi inicializado com o resultado calculado no problema de ana´lise.
Figura 6.16: Forma obtida para a geometria de teste apo´s uma iterac¸a˜o do
solver do problema de projeto usando uma iterac¸a˜o de relaxac¸a˜o.
Este comportamento e´ decorrente do fato do problema ser na˜o-linear e
da geometria fornecida como estimativa inicial na˜o corresponder a`s condic¸o˜es
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Figura 6.17: Variac¸a˜o da forma da geometria do teste 1 usando uma iterac¸a˜o
de relaxac¸a˜o.
de contorno impostas. Tal desequilı´brio leva a` condic¸a˜o em que o resultado
inicial ultrapassa o resultado correspondente a` soluc¸a˜o final. O uso de pro-
cedimentos de sub-relaxac¸a˜o e´ normalmente empregado nesses casos como
forma de se evitar a divergeˆncia (PATANKAR, 1980).
Conforme descrito na sec¸a˜o 5.2, um procedimento de sub-relaxac¸a˜o
das condic¸o˜es de contorno foi usado neste trabalho. No entanto, o au-
mento no nu´mero de iterac¸o˜es de relaxac¸a˜o (o paraˆmetro N da equac¸a˜o 5.1)
usadas na˜o elimina o comportamento visto, mas o suaviza. Isso decorre
do simples fato de que, ao se usar um valor maior para N, a condic¸a˜o de
contorno de distribuic¸a˜o deFΘ e´ sub-relaxada por um valor menor (conforme
equac¸a˜o 5.1), o que significa que a variac¸a˜o entre as formas inicial e final e´,
tambe´m, menor, deixando o efeito menos visı´vel. A figura 6.18 mostra a geo-
metria obtida apo´s uma iterac¸a˜o do problema de projeto quando se usa N = 2.
A figura 6.19 mostra a evoluc¸a˜o da forma para essa mesma condic¸a˜o.
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Figura 6.18: Forma obtida para a geometria de teste apo´s uma iterac¸a˜o do
solver do problema de projeto usando duas iterac¸o˜es de relaxac¸a˜o.
Figura 6.19: Variac¸a˜o da forma da geometria do teste 1 usando duas iterac¸o˜es
de relaxac¸a˜o.
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O uso de iterac¸o˜es de relaxac¸a˜o e´ bene´fico mesmo quando seu uso na˜o
e´ obrigato´rio. O caso teste 1, por exemplo, pode ser resolvido sem o uso de
iterac¸o˜es de relaxac¸a˜o (como mostrado na figura 6.9). No entanto o emprego
dessa artimanha faz com que o problema de projeto atinja sua forma final
mais rapidamente. A tı´tulo de comparac¸a˜o, o problema de projeto que usa
duas iterac¸o˜es de relaxac¸a˜o atinge sua forma final apo´s oito iterac¸o˜es (quatro
para convergir cada iterac¸a˜o de relaxac¸a˜o) enquanto o que usa uma u´nica
iterac¸a˜o de relaxac¸a˜o leva dez iterac¸o˜es, como ja´ mencionado.
Isso e´ explicado pelo fato de que o uso de iterac¸o˜es de relaxac¸a˜o sua-
viza o comportamento mostrado na figura 6.16. O resultado e´ que a forma
se desvia menos da forma final esperada e, portanto, o nu´mero de iterac¸o˜es
necessa´rias para retornar a essa forma esperada tambe´m e´ menor.




A utilizac¸a˜o de um me´todo direto de determinac¸a˜o de forma mostra-
se u´til para casos onde o analista sabe o comportamento esperado para um
equipamento, mas na˜o conhece a geometria que retorna tal comportamento.
A existeˆncia de um procedimento nume´rico que permita auxiliar na soluc¸a˜o
dessa questa˜o e´ conveniente, principalmente frente ao fato de que hoje o
u´nico modo pra´tico de se atacar esse problema e´ via me´todos indiretos de
determinac¸a˜o de formas, os quais podem ser computacionalmente custosos.
A soluc¸a˜o desse problema via me´todos diretos, no entanto, ainda esta´
em sua infaˆncia. Deve-se lembrar de que equac¸o˜es originalmente lineares,
ao serem transformadas para utilizac¸a˜o no me´todo direto de determinac¸a˜o de
forma, tornam-se na˜o-lineares.
Desenvolvimentos adicionais em diversas a´reas sa˜o necessa´rios de ma-
neira que se possa aplica´-la a outras equac¸o˜es de engenharia. Isso e´ impres-
cindı´vel para que a mesma possa crescer e se difundir para outras a´reas.
Esse trabalho buscou elucidar alguns pontos que na˜o estavam adequa-
damente esclarecidos no que diz respeito a` implementac¸a˜o do me´todo, entre
eles o desenvolvimento de um procedimento conservativo para prescric¸a˜o e
ca´lculo das condic¸o˜es de contorno. Apesar de ser algo pouco explorado nos
trabalho da a´rea esses sa˜o dois pontos importantes, dado que condic¸o˜es de
contorno inadequadas dificultam (ou mesmo impossibilitam) a obtenc¸a˜o de
resultados. A aplicac¸a˜o de condic¸o˜es de contorno conservativas, em especial,
e´ fundamental na etapa de resoluc¸a˜o do problema de ana´lise no me´todo de
determinac¸a˜o de forma. E´ ela que permite recuperar os fluxos nas interfaces
de modo correto apo´s a obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o dessa etapa. Outra contribuic¸a˜o
foi revisar o que ja´ foi feito na a´rea de maneira a servir como um ponto de
partida para estudos futuros.
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7.2 Sugesto˜es para Trabalhos Futuros
As equac¸o˜es finais obtidas, escritas em func¸a˜o das varia´veis Θ e δR,
se mostraram robustas. O comportamento recorrente da variac¸a˜o demasiada
da geometria na primeira iterac¸a˜o, apesar de na˜o ter se apresentado como um
problema se´rio e´ um ponto que necessita de ana´lise adicional.
Uma contribuic¸a˜o seria a implementac¸a˜o das equac¸o˜es tambe´m para
elementos triangulares. Isso pode ser atingido se o sistema de espinhas para
a criac¸a˜o e manutenc¸a˜o da malha computacional deixar de ser usado. Em seu
lugar podem-se empregar outras equac¸o˜es que relacionam a posic¸a˜o interna
dos no´s. Por exemplo, e´ possı´vel utilizar para os no´s internos relac¸o˜es de
conexa˜o por molas, ou resolver uma equac¸a˜o de Poisson, de maneira que a
posic¸a˜o dos mesmos permanec¸a relacionada a posic¸a˜o dos no´s da fronteira.
O ponto negativo dessa alterac¸a˜o e´ que se perde a eficieˆncia da reduc¸a˜o no
nu´mero de inco´gnitas do problema, que em casos de malhas grandes pode
afetar bastante no desempenho da simulac¸a˜o. Entretanto o uso de malhas que
permitam mesclar elementos quadrangulares a triangulares aumenta muito a
aplicabilidade do me´todo para geometrias complexas.
Ainda relacionado ao fator de tratamento de malha, uma ferramenta
u´til em eventuais casos em que a forma sofra alterac¸o˜es bruscas seria o aco-
plamento de um co´digo de gerac¸a˜o da malha. Isso permitiria refazer a malha
a partir do momento em que a qualidade dos elementos fosse degradada e
afetasse a acuracidade do resultado.
A aplicac¸a˜o do me´todo para problemas avanc¸ados de mecaˆnica dos
fluidos e´ possı´vel, mas e´ complexa e requer mais estudo. A extensa˜o do uso
de escoamentos potenciais com treˆs coordenadas, por exemplo, na˜o e´ algo di-
reto. Nesse sentido e´ prova´vel que maiores contribuic¸o˜es possam ser feitas ao
se estender o me´todo para equac¸o˜es mais completas de mecaˆnica dos fluidos
para casos bidimensionais. O trabalho de Taiebi-Rahni, Ghadak e Ashrafiza-
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deh (2008) mostra a discretizac¸a˜o para as equac¸o˜es de Euler usando o MVF.
Sua discretizac¸a˜o pelo EbFVM (incluindo, naturalmente, o desenvolvimento
de modelos para as condic¸o˜es de contorno) seria uma vasta a´rea de estudo.
Por u´ltimo, um dos enfoques que se pode dar ao problema de
determinac¸a˜o de forma e´ enxerga´-lo como um problema de otimizac¸a˜o.
Ao se seguir por essa direc¸a˜o, recomenda-se revisar a bibliografia da a´rea,
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